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第 �部

基礎知識

� はじめに
� 従来、社会科学・行動科学の関連分野において利用されるデータ分析用のソフトェアは、定型的な入力

とそれに応じた定型の帳票形式の出力を備えたものが主流であった。しかしながら、これらの分野におい

て利用される計量的手法の多様化を考えると、従来メインフレーム上で主流であったこのようなソフトウェ

アでは、新たな研究上の需要に答えることが難しくなっている。つぎにあげるものが、その理由である。

�� 従来の多くの統計ソフトウェアで採用している関係表形式のデータ構造は、定型業務データを表現す

るのには向いているが、研究データの表現としては必ずしも適切ではない。

�� 2�3���4�+ らによる探索的データ解析 %56�&の方法論の影響により、柔軟で対話的なデータ解析環

境への要求が増えている。

�� 統計理論の急速な進展によって手法の多様化が著しいため、固定された機能しか持たないソフトウェ

アでは対応ができない。マクロ記述などによって機能拡張を逐次実現する必要がある。

�� 計量モデルの利用技術が向上するにつれて、利用者がカスタムメイドのモデルを利用することが多

くなってきた。

�� 乱数シミュレーションの利用が一般的になった。

従来、これらの要求を満たすには、研究者が独自に789�9��や:などのコンパイラ言語を用いて、入

出力まで含めたプログラムを自作していた。最近開発されている数学・統計ソフトウェアにおいては、独自

の高水準プログラム言語を備えることにより、上記の要求を満たすような設計がなされている。これらを

使いこなすためには、独自言語の利用方法を学ぶ必要があるが、プログラムを全て自作するのに比べれば

大幅に作業効率が向上する。これらのソフトウェアの商用化は、かなり以前から実現されていたが、従来、

社会科学・行動科学系の教育においては広くは利用されてこなかった。原因の一つは価格の問題であり、も

う一点はこれらを利用するためには線形代数を始めとする数学知識が必要とされるためと考えられる。

線形代数は基礎数学科目として、理系および社会科学系の大学初年度学生に広く教えられている。数値

計算的側面の重視への動きはあるものの、その教育内容は大筋において過去 ��年程の間ほとんど変化して

いない ;��< 。しかし、上述のようなソフトウェアを利用することにより、計算アルゴリズムの詳細には立

ち入ることなく、応用上重要な性質に重点をおいて学習することができる。

北海道大学では、平成 �年度から情報処理教育センター %現在、情報メディア教育研究総合センター、以

下センターと略す&に �	
���と
����������が導入され、学部の授業でこれらを利用することが可能に

なった。また平成 ��年度には
�����も導入されている。上の目的のためにどのソフトウェアを選択す

べきかは難しい問題であるが、データ解析機能特に 56�関連のグラフィック表示機能の充実により、この

授業では �	
��� を用いて計算機実習を行なうことにした。

本資料は����上の �	
��� を利用した線形計算および記述統計機能および乱数の利用について説明し

てある。����の基本操作については、最小限しか説明していない。�	
���の学習資料としてはテーマ

の範囲が狭いものに限定されている。より詳しい解説は、利用者マニュアルおよび巻末にあげた文献にあ

る。平成 ��年現在、導入されているのは �	
��� =�#����2であり、以下の解説もこの版に基く。

� 本稿にあらわれるシステム名・製品名などは一般にそれらの開発元の商標または登録商標です。

�



� データ解析に利用可能なソフトウェア

�	
���はデータ解析用に開発されたソフトウェアであり、����>3�)."$'など多くのコンピュータ上

で利用することができる。商品化は米国の �����'���� ����)��' �)��という ����� �にある会社が行ってお

り、日本での販売は（株）数理システムがおこなっている。この原型になった �と呼ばれるソフトウェア

は ��?�の ��  研究所のデータ解析研究グループによって開発された。�	
��� とは別に、�言語に独

自の拡張を加えた製品が（株）アイザックによって販売されている。センターでは、データ分析のために

�	
���以外に ���と
����������、および
�����というソフトウェアが利用できる。

これらの４つのソフトウェアの特徴はつぎのようなものである。

�	� 
�


数 ��万件にのぼる大量のデータの処理が可能である。現在、最も多く利用されている統計ソフトウェ

アの一つであり、北海道大学の大型計算機センターにも導入されている。メインフレームがデータ解析に

用いられることが多かった時代に開発が着手され、かなり長い歴史を持っている。各種の統計手法が組み

込まれており、データを入力するだけで関連のある各種の値が一覧表として出力される。企業内の業務に

おけるデータ分析にもしばしば用いられている。�	
���や
���������が配列およびリストと呼ばれる

データ構造を主な操作の対象としているのに対し、���の操作対象はファイル %関係型とよばれる構造を

想定している&である。これが、���の大量データ処理について強く、逆に複雑な構造を持つデータが扱

いづらいという特徴の原因になっている。

�	� 
�
��


数千件程度の小～中規模の研究データの分析に向いている。対話的なデータ分析をグラフィカル機能を

用いて柔軟に行える。各種の分析機能は「関数」として組み込まれているが、関連する値が ���の様に一

覧表の形で表示される訳ではないので、利用者が自分で各種の指定を行わなければならない。ベクトルや

行列の数値計算に向いている。特に、探索的データ解析 %5@, "#��"#+ 6��� �)� +'�'& ;��< と呼ばれる各

種の手法やノンパラメトリック回帰関連の機能が充実している。残念ながら初心者向けの日本語の教科書

が現状では少ない。英語での教科書は優れたものがいくつか出版されている。�	
���の原型となった �

言語はデータ解析用のソフトウェアとして��?�の ��  研究所のデータ解析研究グループによって開発さ

れた。�	
���はこれに機能拡張を行ない、商品化されたものである。なお �	
���とほぼ同様の言語仕

様を持つフリーソフトウェア9も開発されており、���� �0、会津大学のミラーサイトなどから入手できる。

�	� �����������

高機能な数学ソフトウェアであり、各種の記号処理を行うことができる。因数分解や数式の記号微分・

記号積分が実行できるので、また繁雑な数式の操作を伴う作業に有益である。数値計算機能も含まれてい

る。また、複雑な図形を表示する機能が優れている。データ解析用の関数はあまり準備されていないので、

利用者が自分でプログラムを作成する必要がある。また、大量のデータを扱うのには向いていない。

�	� ������

おもに線形計算（行列演算）を中心とした、各種の数値計算を行うためのシステムである。�	
���よ

り、高速な線形計算が可能であり、工学分野での利用が多い。信号処理や数値最適化など各種の技術計算

�



のための拡張モジュールが販売されている。

� 情報メディア教育研究総合センターの使い方

※重要な注意

うまく動かなくなったからと言ってコンピュータの電源を切ってはいけない。教官、よく分かっている人

等に相談すること。

�	� 利用できるコンピュータ

センターに登録された学生は、以下に示すコンピュータを利用することができる。

�� パソコン %日立 7�89�、3�)."$'��&

センター内の実習室および学部端末室にあり、利用できる。実習では使わないが、ワープロや表計算

ソフトを始め、各種アプリケーションや言語が使用できるので、各自調べて利用してよい。

�� センターのホストコンピュータ %����&

�	
���が利用できるのはホスト名

����������	
��������および ��
�������	
��������

である（端末パソコンのメニューによる選択時にはこれらの名前は表示されないが、センター外から

の接続時には、これらの名前を用いる）。端末パソコンまたは、その他のネットワークにつながった

コンピュータから利用する。
:から ����を接続する際には、メニューでA情報メディア教育研究

総合センター �	
���Aを指定する。ただし、センターに所属する 
:（センター内 
:および文学

部１階のセンター 
:）以外では、センター側の指定により、� 3�)."$ �+'���が利用できないの

で、グラフィック表示が行えない。

�	� コンピュータの起動

�� 電源スイッチ %本体右下& を入れる。

�� 初期画面が表示されたら、ユーザ �6 とパスワード、コース名を入力し、リターンキーを押す %また

は 開始 ボタンをクリックする&。コース名は、 行動科学演習 ��総合文化論初等演習 %大津 後期&は

������（最初はエル）、行動計量学（後期） は ������ である。

�� 「～さん、こんにちは」と出るのでリターンキーを押すか、 8- をクリックする。

�	� コンピュータ利用の終了

�� 画面左下の スタート をクリックしてメニューを開く

�� 3�)."$' の終了 をクリック

�� 電源はそのままにしておく。

�



�	� ����コンピュータへのアクセス

�� 画面左側のアイコンから ���� コンピュータ をダブルクリック %２回続けてマウスの左ボタンを

押す&

�� メニューから %���	��������	
�������� %�
��� 情報メディア教育研究総合センター& を選択する。

�� ����� に対してユーザ �6 を入力して リターンキー を押す。

�� ���� ��! に対してパスワードを入力して リターンキー を押す %これでホストコンピュータに接続

される&。ユーザ �6かパスワードが間違っていた場合にはもう一度入力画面になるので、入力し直す。

�� ��� ����などのように、ホストコンピュータ名と番号（コマンドの通算の数）が表示されたら、����

コンピュータが使える。

�� 利用を終えるときには、���� または ����	� と入力して、ホストコンピュータへの接続を切る。

�	� パスワードの変更

パスワードは、本人を確認する唯一の手段なので、他人に知られないよう慎重に管理する必要がある。

名前そのままや、誕生日、学生番号等、容易に想像が出来るものを使わない、定期的に変更する、等の管

理を各自で気をつけること。

�� ����コンピュータに接続する。

�� �����
 と入力する

�� 現在のパスワードの入力を求められるので、入力する %画面には表示されない&

�� 新しいパスワード入力を求められるので、入力する

�� 新しいパスワードをもう一度入力するよう求められるので、同じものを入力する

�	� 用語解説

マウス 画面上のポインタ %矢印& を移動させ、視覚的に操作するためのデバイス。左右２個のボタンがあ

る %機種によってはボタンが１個のものや３個のものもある&。

クリック マウスボタンのクリック。どちらかのボタンを押す。

ダブルクリック %普通は左の& マウスボタンを２回続けてクリックする。

選択 メニュー項目やボタンを、マウスの左ボタンでクリックする。または、メニューの該当項目までカー

ソルキー %上下左右に向いた �つの矢印キー&で反転表示を移動させ、リターンキーを押す。

コントロールキー キーボードの左右の下にある
�
�

�
�:�# と書かれたキーのこと。特別な場合を除いて、他

のキーと同時に押して利用する。この資料で
�
�

�
�:�# B� などと表記してある部分は、コントロール

キーを押しながら、
�
�
�
�� のキーを押すことを意味する。��などと表記されることもある。

�



� ����	�の基本機能

�	� 起動

コマンドモード %��� �� などの文字が表示された状態&で���	� と入力する。先頭は大文字、それ以外

は小文字である。また、���	� ��と入力すると、表 �に示す方法によって入力行を編集することが可能で

ある。

�	� 終了

� � !

%&は必須である。ここで、�は �	
���が出力する入力待ちの記号であり、利用者がタイプする必要はない。

�	� 入力行の編集

����のコマンドモードで、つぎのように入力すると、入力コマンドの編集機能が有効になる。

��� �
� ���	� ��

ここで、対話モードになって、�記号が表示される。この状態で、利用者は関数やデータを作成したり %オ

ブジェクトと総称される&、各種の計算を行なえる。データや関数は、����版の �	
���では利用者の

ホームディレクトリの下の�"���というディレクトリに作成される。���� においては�%ピリオド& で始

まるファイルやディレクトリは「隠れファイル／デイレクトリ」であり、通常は利用者から見えないよう

になっている。これらを確認する場合には、�� ��と入力する。�"���の中にどのようなファイルが含ま

れているかを確認する場合には、ホームディレクトリで �� ��� �"���と入力すればよい。 矢印キーは、

�	
���の入力モードでは機能しないことに注意。行編集モードのキー機能は、1�エディタという ����

付属のテキストエディタに準じている。#�$ %�で詳細を閲覧できる。

表 �C 行編集モードでの機能
キー 機能�
�

�
�5'� 入力モードからカーソル移動モードに移行

� 一文字前進

� 一文字後退

� 一つ前に入力されたコマンドを表示

� 表示されているコマンドのつぎに入力されたコマンドを表示

� カーソル位置にある一文字を削除

� カーソル位置の前に入力 %入力モードに移行&

� カーソル位置の後に入力 %入力モードに移行&

� 一文字置き換え %入力モードに移行&

また、コマンドモードで����$% �&'()"*+,- �#���と指定してから、���	� ��と起動すると、#	��

に類似のキー操作によって入力行の編集をおこなえる。この場合は、入力モードと移動モードを区別する

必要がない。キーの移動と編集はコントロールキーを併用することによって行う。

�



キー 機能�
�

�
�:�# B7 一文字前進�

�
�
�:�# B� 一文字後退�

�
�
�:�# B
 一つ前に入力されたコマンドを表示�

�
�
�:�# B� 表示されているコマンドのつぎに入力されたコマンドを表示�

�
�
�:�# B6 カーソル位置にある一文字を削除

文字キー カーソル位置の前に入力 %入力モードに移行&�
�

�
�:�# B� 行の先頭に移動�

�
�
�:�# B5 行の最後に移動�

�
�
�:�# B- カーソル以降行の最後までを削除

一般に �	
���で作業をするには関数の呼び出しという形式をとる。コンピュータ用語で「関数」とは、

引数を与えると、何かしらの値を計算して返すものという意味である。ある関数を利用するには、

関数名  引数１. 引数２. ��� !

のように記述する。引数が存在しない場合にも  !は必要である。これを記述せずに関数名のみを入力す

ると、関数の定義内容が画面に表示される。

�	� データの代入

�つの記号 & %下線&、および /� が値の代入の機能を持っている。どちらも同じ意味である。記号の左辺

は、値が代入される変数を表し、右辺は代入する値である。�	
���は数値と文字列を扱える。ダブルク

オート0またはクオート1で囲まれた文字は、文字列として扱われる。文字列については計算は行なえない

%異同判断と大小比較は可能である&。変数および関数の名前は英字、ピリオド %�& または数字１文字以上

からなるもので、先頭文字は数字であってはならない。�	
���が扱うことのできるデータ構造には、ベ

クトル、行列、リストなどがある。本稿ではベクトルと行列について主に説明する。また実数 %スカラー&

は、長さ１のベクトルとして扱われる。

�	
���のプログラム中では、2記号はその右側が注釈であることを意味する。この資料では、�	
���

との応答例においても2記号の右側は注釈であることにする。� 	
� � & ��
�34 2 変数 � に ��
�34 を代入。

� 5 /� 4�� 2 5 に 4�� を代入。

� 
 /� 0�����6�0 2 
 に 文字列 �����6� を代入。

� �5� /� � �.�.
.3.4! 2 �5� に ベクトル を代入。

� �
� /� � 0���0.05550.0���0! 2 �
� に文字列のベクトルを代入。

 �
上で用いている�という名前の関数は、値をまとめてベクトルにするものである。同名のデータを作成し

ても、多くの場合問題は生じないが、混乱しないよう注意する必要がある。作成したデータは各自のファ

イルとして保存される。これらは意図的に利用者が削除しない限り保存され、次回に �	
���を起動した

ときにも利用できる。

�	
���の機能は、基本的に各種の関数の参照と、それによって作られた値の代入から成り立っている。

もし、代入を行なわず右辺の部分だけを入力すると、

�



� 	
� � �.�.
.3.4!

7�8 � � 
 3 4

 �
のように、指定された内容の値を表示するだけである。先頭部分の7�8 は、表示されている部分の先頭が

ベクトルの第 �番目の要素であることを示している。また、�	
���においてはデータと関数とが形式上

区別されないため %両者ともにオブジェクトと呼ばれる&、システムが用意する関数と同名のデータを作成

すると、関数の内容を表示しようとしても、データの内容が表示されてしまう。通常は、あらかじめ準備

された関数が保存されているディレクトリと、利用者のデータが保存されるディレクトリは異なるので、

関数の内容が消滅してしまうことはない。また、関数を利用すると、引数の指定があることからデータが

参照されたのではないことが自動的に判断される。利用者が作成したデータは、����システムにおいて

は、通常利用者のホームディレクトリの下の�"���という名のサブディレクトリに保存される。作業用の

ディレクトリを変更する場合には、������および 
�����という関数を利用するが詳細は省略する。現在

の作業ディレクトリおよび関数とデータを参照しているディレクトリの一覧は ���6��関数によって表示

される。� 	
� ���6�� !

7�8 09��#��9���	9�"���0 09���9���	�9

�9���	�9�:	$����$�0

7
8 09���9���	�9

�9����9�:	$����$�0 09���9���	�9

�9�9�:	$����$�0

748 09���9���	�9

�9#��9�:	$����$�0 09���9���	�9

�9#��9�"�������0

7�8 09���9���	�9

�9�9�"�������0 09���9���	�9

�9����9�"�������0

7;8 09���9���	�9

�9���	�9�"�������0


 �

�	� オブジェクトの表示

オブジェクト %データまたは関数&の名前のみを入力すると、その内容が画面に表示される。変数名の後

につづけて7自然数8 と指定すると、指定された添字に対応する要素が表示される。ただし、数として �を

指定すると、データの要素ではなく、データ型についての情報が得られる。� 	
� �

7�8 ��
�34

� �5�

7�8 � � 
 3 4

� �5�7
8 2 
番目の要素を表示する。

7�8 


� �
�

7�8 0���0 05550 0���0 2 文字列は0で囲まれて表示される。

� �
�7�8

���6����6 �! 2 文字型データであることがわかる。

 �
同様に関数名のみを入力すると、その関数の定義内容が表示される。つぎの例では、関数�の内容を表示

している。

�



� 	
� �

<	$����$ ���. 6��	6��%� = :!

�*$��6$�� ���� ���. 6��	6��%�!. 0�&	$����0. +. �!

 �
オブジェクトが多くの要素を含む場合には、表示を行うと画面が流れてしまう場合がある。この際には、

����関数を用いて

� ���� ��6!

のように指定すると、１ページ毎に表示が停止する。ここで ��6は、�	
���にが提供しているサンプル

データの名前である。

�	� 作成済オブジェクトの一覧

関数�5�����は、作成済みオブジェクトの名前の一覧を文字列を要素とするベクトルとして与える。� 	
� �5����� !

7�8 0�(����%��	�0 0�0 0�5�0 0��60 0��%
0

7�8 050 0��0 0�
�0 0
0 0
�0

7��8 0�0 0�����
	#�0 0#���0 0#���0


 �

�	� オブジェクトの削除

関数 6#によって、不要なオブジェクト %データまたは自作の関数&を削除できる。削除したあとは復活

できない。� 	
� 6# �! 2 オブジェクト � を削除する。

 �

�	� 利用説明の表示

関数����は、関数や �	
��� が用意しているサンプルデータの使用法や内容を説明する。現在のとこ

ろセンターでは英語で表示される。特殊記号についての説明を表示する場合には、記号を0で囲んで指定

する。� 	
� ���� ����!

� ���� �!

� ���� ��!

� ���� 0>0!


 �
���� 命令による説明画面が表示されたなら、つぎの操作が可能である %����の  �''コマンドと同じで

ある&。

�



キー 機能�
�

�
�スペース %空白& �画面分先へ進む。

5 �画面戻る。

� 操作方法の説明を表示する。

� 説明の表示を終える。

また、つぎのように指定することにより、� 3�)."$ �+'���上のグラフィカル・インタフェースを用い

た説明が利用可能である。� 	
� ��������6� !


 �
このように入力すると、関連テーマ別に関数名などの一覧がウィンドウに表示される。マウスを用いて該

当するものをクリックすると、説明が表示される。ウィンドウを閉じるには、左上部分のメニューで 7� �

を選択し、つぎに : "'� と選択する。

�	� �� �上での 
�
��
の利用

�	
���%および他のプログラミング言語&を利用するのに、
� �%����'&の '��  モードを用いると便利

である。計算を実行過程や表示結果がバッファに保存される。
� �の編集機能を用いて、結果の整理やレ

ポートを作成できる。
� �の操作に慣れるのに多少時間がかかるが、応用が効く。この場合には �	
���

の起動時に、��オプションをつけない。

�� ����のコマンドモードで #	�� ?と入力する。

�� 
� �のウィンドウが表示されるので、
�
�

�
�5'� �と入力すると画面の左下に @��と表示され入力待ち

になる。ここで ����� と入力すると、'��  モード %��� 
��などの入力待ちの表示がでる&に移行

する。

�� '��  モードで ���	�と入力すると、�	
���が起動する。

�� この状態で、�	
���の ����関数を用いるとうまく表示がされない。これを回避するには、つぎの

�つのいずれかを用いる。

上に説明したグラフィカル・インタフェースを利用する。

�	
���のコマンドで�����$� ����6=0���0!と入力する。これにより、ヘルプの表示に  �''が

利用されなくなり、ヘルプファイルの内容が一期に表示される。もとに戻す %ヘルプの表示に  �''コ

マンドが利用されるようにする&には、�����$� ����6=0����0!と入力する。

�� �, �'を終了するには、上に説明したように � !と入力する。

�� 
� �の '��  モードを終了するには、����コマンド ����を入力する。

�� 
� �を終了するには、
�
�

�
�:�# B�
�
�

�
�:�# B: と続けて入力するか、メニューから 7� � � 5@�� 5���'

を選択する。

�




 データの基本操作

�	� ベクトルの算術演算

数、ベクトルおよび行列を対象とする各種の計算が簡単な記述で行なえる。特にベクトルの操作は �	
���

において基本となる機能である。ベクトルの加減乗除および数学関数の適用は、要素毎に実行される。�つ

のベクトルの加減乗除を行なう場合、ベクトルの長さが一致しない場合には、短い方のベクトルの内容が

最初の要素に戻って再び用いられる。特に、実数 %長さ �のベクトル&との演算では、他方のベクトルの全

ての要素との計算が行なわれる。� 	
� � A 5 2 実数と実数の和を求める。

7�8 �;��34

� � A �5� 2 実数をベクトルの各要素に加算する。

7�8 ��3�34 ��4�34 ����34 ����34 ��B�34

� �5�9� 2 実数による各要素の除算。

7�8 ����B���33� ��������B;� ����3
��

� ���
�3���B� ���3�4����B

� �5� > �5� 2 要素毎の乗算。

7�8 � 3 ; �� �4

� �5� 9 �5� 2 要素毎の除算。

7�8 � � � � �

� �5��� 2 �乗

7�8 � 3 ; �� �4

� �	# �5�! 2 ベクトル要素の総和を求める。

7�8 �4

� �6�
 �5�! 2 全ての要素の積を求める。

7�8 ���

� ��$��� �5�! 2 要素の数  ベクトルの長さ!を求める。

7�8 4

 �
�つのベクトルの演算を行なう場合、原則として長い方のベクトルの長さは、短いものの整数倍であること

が仮定されている。もし、この条件が満たされていなければ、つぎのように警告 %$�#)�)*&が表示される。� 	
� �� /� � ��.��.
�.3�.4�!

� �� /� � �.�!

� �� A ��

7�8 �� �� 
� 3� 4�

C�6$�$� #��������

(�$��� �< ��$��6 �5���� �� $�� � #	������ �< ��� ��$��� �< ���

���6��6 �5����

�$� �� A ��


 �
また、欠測値はD�として表現される。ただし全ての関数が欠測値を持つベクトルの入力を許している訳で

はない。また、無限大の大きさを持つ数値は*$<で表される。

��



� 	
� ��6� � 
.�.�.�.��.��!! 2 負の数の平方根は求められない。

7�8 ���
��4� ��3�3��3 �������� �������� D� D�

C�6$�$� #�������� 2 警告が表示される。

��  ��!� ��4! ",@�*D �66�6 �$� ����4

��  ��!� ��4! ",@�*D �66�6 �$� ����4

� �5
 /� �9� 
.�.�.�.��! 2 � の逆数は無限大。

� �5


7�8 ��






 ��4������ ��������� *$< ����������

 �

表 �C 主な算術演算子一覧
演算子 機能 演算子 機能 演算子 機能

A 加算 � 減算 > 乗算

9 除算 � べき乗 �9� 整数の除算

�� 整数除算の剰余 �>� 行列積

�	� 数学関数と数列・並べ替え

�	
���では多くの数学関数が利用可能であるが、これ以降の課題で必要なものを中心に、いくつかを

表 �に示す。ベクトルを引数として数学関数を適用すると、ベクトルの各要素に関数が適用された値が新

たなベクトルとして作られる。

また、�つの数をコロンで区切ったもの %数 � � 数 �&は数 �からはじまり �ずつ増加して数 �に至る数

列を意味する。数 �が数 �より小さい場合には、� ずつ減少する数列が得られる。数列を指定するには、関

数���も用いることができる。こちらは、増分の大きさを指定することができる。

関数��6�は、データの要素を昇順に並べ換える。� 	
� ��$ �5�! 2 �5�の要素の ��$関数値を求める。

7�8 ��B3�3��� ��;�;�;�3 ���3����� ����4�B��4 ���;4B;�3


� ��; 2 �～; の数列。

7�8 � � 
 3 4 � � B ;

� �
�
 2 �
～
 の数列

7�8 �
 �� �� � � � 


� ��� �.��.��4!

7�8 ��� ��4 
�� 3�4 ��� ��4 ;�� 2 �から ��までの ��4間隔の数列

� ��6� ��$ �5�!! 2 �5�の各要素について ��$を求め、昇順に並べる。

7�8 ���;4B;�3
 ����4�B��4 ���3����� ��B3�3��� ��;�;�;�3

 �

��



表 �C 数学関数一覧
演算子 機能 演算子 機能 演算子 機能

�5� 絶対値 ��� 指数関数 ��� 自然対数

����� 常用対数 ��6� 平方根 ��$ 正弦関数

��� 余弦関数 ��$ 正接関数

演算子 機能 演算子 機能 演算子 機能

�����$� 整数への切上げ <���6 整数への切捨て �6	$� 絶対値の切捨て

6�	$
 四捨五入（指定精度への丸め）

�	� 指数と対数

高校の数学で履修済みとは思うが、指数と対数（統計の関係した文献では頻繁にでてくる）について復

習する。

	"�"� 指数

数式の記法で ��� のように他の数の肩の部分につく数のことを指数とよぶ。これは ��の �乗、つまり

��を �回掛け合わせることを意味する。指数は自然数だけでなく、分数や小数、負の数であってもよい。

�����は ��の平方根 %
�

��つまり �回掛け合わせると ��になる数&を表し、�����は ��の立方根 %�回掛け

合わせると ��になる数&を表す。����� は ��の立方根の �乗を表す。また、指数が負の数であることは、

逆数を表す。つまり ����は ����� D �����である。

一般的に実数 �� �と任意の正の数 �とについて、つぎの公式がなりたつ。

�� D �

�� D �

���� D
�
�

��� D ����

���� D ����

%��&� D ���

上の公式は、指数 %冪乗をあらわす数&が整数の場合には、�が負の数であっても成立する。

	"�"� 自然対数の底

年間 ���パーセントの利子がつく預金を考える %こんなのは普通ないが&。１年間に利子が元金に加えら

れる階数が１回であれば、１年後の預金は２倍になり、２年後には４倍、�年後には ��倍になる。また、

半年に１回利子が元金に加えられるならば、半年あたりの利子は元金の ���倍であるから、半年後には元

金は ���倍になり、１年後には元金は ����倍になる。同様にして、�年後には %� B ���&��倍になる。もし、

１年間に利子が元金に加えられる回数が �回であるならば、１年後には元金は %� B ���&� 倍になり、�年

後には %� B ���&��倍になる。�をどんどん大きくしてゆくと %つまり瞬間複利計算を考えることになる&、

��



%� B ���&� は発散せずにある数に収束する。これが自然対数の底と呼ばれるものであり、	 D ����������と

して表される。理論的に 	は重要な数であり、多くの数学公式に現れる。	を底とする指数関数 	�は �@,%
&

とも表記される。つぎの公式が知られている。

	� D � B 
 B

�

�E
B

�

�E
B

�

�E
B � � �

	"�"� 対数

記号  "*� �は �を底（てい）とする �対数と呼ばれる。これは、�を何乗すれば �になるか、その回数

を表す。つまり、

 "*� � D ��  "*� � D ��  "*� � D ��  "*� � D ��  "*�
�

�
D �� %�&

などとなる。対数は指数関数の逆関数として定義されるものである。上の例では対数の値は整数になって

いるが、一般的には整数でない場合も考える。

対数の底が ��のものを常用対数とよび、底を 	 D ����������とするとき自然対数と呼ぶ。工学系の文献

では自然対数は  )で表し、 "*は常用対数を表すこともあるが、理論的な文献では  "*によって自然対数

を表すことが多い。この授業では、 "*は自然対数を表すことにする。

一般に次の公式が成り立つ。但し、ここで �>�>�>�はいずれも正の実数とし、� �D �、� �D �とする。

 "*�%��& D  "*� � B  "*� � %�&

 "*�
�

�
D �  "*� � %�&

 "*� � D
 "*� �

 "*� �
%�&

%�&

最初の式 %�& はつぎのようにして導ける。 "*� � D 
 とし、また  "*� � D � とすると、�� D �および

�� D �である。両者をかけると、���� D ��であることから分かる。

�番目の式 %�&は、�� D ���とすると、��� D �より分かる。

�番目の式 %�&については、まず �� D �とおく。更に �� D �とすると、%��&� D ��� D �である。これ

より、 "*� � D �
、また  "*� � D � であるので、�項の商は 
である。

	"�"� ������での指数と対数

�	
���では ���は自然対数を表し、�����が常用対数を表す。ある数の冪 %べき&乗は�で表す。また

���は自然対数の底の冪乗 %指数関数&を表す。� 	
� ����

7�8 ���

� ���


7�8 ����

� ��� �!

7�8 ����B�B�

� ��� �!

7�8 ��
B;�4�

 �
課題

� D ��
、� D
�

、� D  "*
、� D �@,%
&などのグラフを適当な 
の範囲について表示しなさい。

��



例えば� 	
� #���< !

� � /� ��� �.4.���4! 2 �はどのような数列になるか確認しなさい。

� ���� �.��6� �!!


 �
または� 	
� � /� ��� �.4.���4!

� E /� ��6� �!

� ���� �.E!


 �

�	� 比較と論理演算

算術演算と同様に、ベクトル要素についての比較判断および論理演算を行なうことができる。比較演算

の結果は+%真&または:%偽&となる。これらの名前は �	
���において論理値をあらわす特別なものであり、

データや関数の名前とすることができない。真偽値 %+と:&を持つベクトルは、数値ベクトルと同様に算

術演算の対象とすることができる。+は �、また:は �と見なされる。� 	
� ��4

7�8 � � 
 3 4

� 4��

7�8 4 3 
 � �

� ��4 � 4��

7�8 : : : + + 2 要素毎の比較判断の真偽値がベクトルになる。

� 4�3 2 実数の比較の結果は長さ１のベクトル。

7�8 +

� 3�4

7�8 :

 �
文字列の大小判断は、コード表の順による。� 	
� 0�0 � 050

7�8 :

� 0�0 / 050

7�8 +

� �� /� ��4 � 
 2 �� に真偽値を値とするベクトルを代入。

� ��

7�8 : : : + +

� ��A� 2 算術演算の対象とすることができる。

7�8 � � � � �

 �
論理演算もまたベクトルの要素毎に値が計算される。

��



� 	
� ��4�� 2 数列のうち値が �より大きなもののある位置が +。

7�8 : : + + +

� ��4/3 2 3より小さいもののある位置が +となる。

7�8 + + + : :

� ��4�� ? ��4/3 2 �つの真偽値ベクトルの論理積をとる。

7�8 : : + : :

� ��4�� F ��4/3 2 論理和をとる。

7�8 + + + + +

 �

表 �C 比較演算子一覧
演算子 機能 演算子 機能 演算子 機能

== 等しい G= 等しくない /= 以下

�= 以上 / より小 � より大

表 �C 論理演算子一覧（ベクトルを引数とするもの）
演算子 機能 演算子 機能 演算子 機能

G 否定 ? 論理積 %かつ& F 論理和 %または&

記号??とFFは、ベクトルではなく一つの値についての論理判断（それぞれ論理積と論理和）を意味する。

�	� 条件分岐

�	
���では多くのデータ操作はベクトルの演算として実行するため、789�9�� や :のような実行

の流れを詳細に指定する必要は必ずしも多くはないが、時には処理の手順を指示する必要が生じる。条件

による処理の分岐は �<または �< ��� ���� ���を用いる。ここで、�<の次にくるものは論理式であっ

て、長さは �でなければならない %論理値または �� �を持つベクトルを指定することはできない&。最初

の例 %�< &は Hが ���以上であるので、その次に指定された文字列(�6��を返す。そうでなければ DI((を

値とする。DI((はシステムが用意している特別な値であり、定義されている値がないことを示すのに用い

られる。次の例 �< ��� ���� ���では Hが ���以上の時には上と同様であるが、Hが ���未満のときに

は �#���を返す。

��



� 	
� H /� ��� 2 Hを ���とする

� �< H �=���! 0(�6��0 2 �<を実行

7�8 0(�6��0 2 条件が満たされるので、(�6��を返す

� H /� 4�

� �< H �=���! 0(�6��0

DI(( 2 条件が満たされない場合には、DI((

�

� �< H�=���! 0(�6��0 ���� 0�#���0

�< H�=���! 0(�6��0 ���� 0�#���0

7�8 0�#���0

 �
条件判断に基づいて実行される部分には、複数の関数の呼出しを指定することができる。この場合には

その部分を中括弧 �、�で括って指定する。各々の関数の呼出しはセミコロンJで区切る。ただし、これら

の場合の戻り値は、実行される最後の部分で指定される値になる。つぎの例中の関数 ���は、指定された

内容を表示のための文字列に変換し空白を接続部分に挿入した上で表示する。また記号K$は改行を指示

する。� 	
� H /� ���

� �< H����! L��� H.0 �� ��6���K$0!J H����JM ���� L��� H.0 �� �#����K$0!J HJM

��� �� ��6��� 2 ��� で指定された内容の表示。改行も行なわれる。

7�8 ��� 2 H���� が戻り値になる。

 �
また �, �'にはつぎのような論理値をとるベクトルに対応した関数が用意されている。� 	
� �� /� �<���� � +.+.:.:.+.+!.0�0.0E0!

� ��

7�8 0�0 0�0 0E0 0E0 0�0 0�0

� �<���� � +.+.:.:.+.+!.� �.�.
.3.4.�!.� ��.��.
�.3�.4�.��!!

7�8 � � 
� 3� 4 �

 �
関数 �<����の最初の引数は論理値をとるベクトルであり。
番目の要素が真 %�&ならば �番目の引数を 


番目要素の値として返し、偽 %7&ならば �番目の引数の値を 
番目の要素とする。

�	� 繰り返し

繰り返しを行なうための機能として他のプログラミング言語と類似の機能を持つ <�6、�����などが用

意されている。

	"�"� #��

繰り返しに伴って添字 %必ずしも数値でなくともよい&を変更するには、<�6を用いる。使用の書式は次

のようなものである。

<�6 変数名 � �$ 表現 �! 表現 �

��



ここで、表現 �は数列を表すベクトルや文字列を要素とするベクトルであり、それらの要素の値がつぎつ

ぎと変数名 �で指定される変数に代入される。各回の代入が行なわれる毎に表現 �が実行される。変数名

�で示されるものは %下の例題における �や '��E&は、<�6の繰り返しの中だけで定義され、繰り返しの終

了以後は変数としては残らない %つぎの例では ���のデフォールト（暗黙の標準値）の指定により、要素

を繋ぐ際に空白が挿入される&。例の中で用いている $���6は文字列の長さを求める関数である。また 6��

は第 �引数で指定されたデータを、第 �引数で指定された回数繰り返してベクトルを生成する。� 	
� <�6 � �$ ����! ��� �.0.0! 2 ����は �から ��までの数列

� .� .
 .3 .4 .� .� .B .; .�� � 2 最後に改行がないので、�が続いている。

�

<�6 � �$ ����! ��� �.0 0! 2 今度は ��から �までの数列

�� ; B � � 4 3 
 � � �

�

� ������ /� � 0N���
���0.0�����6�0.0���������0.0,5���6�0!

� <�6 '��E �$ ������!L��� '��E!J��� 6�� 00.���$���6 '��E!!!J

A ��� 0�� �$ N�����
��K$0!JM

N���
��� �� �$ N�����
��

�����6� �� �$ N�����
��

��������� �� �$ N�����
��

,5���6� �� �$ N�����
��

 �

	"�"�  $��%

ある特定の条件が成立するまで繰り返しを行なうには �����を用いる。指定方法は

����� 条件 �! 表現 �

とする。条件 �が成立する間は表現 �を実行する。条件 �が成立しなくなったら %偽となったら&次の処理

に移る。

下の例は、最初に �の値を �と設定し、その �乗を �につぎつぎと代入している。�の値が ����を超え

たら、繰り返しを中止する。� 	
� � /��

� ����� �/=����! L��� �.0 0!J �/� �>�JM

� 3 �� �4� �

�

� � 2 � には �����終了時の値が残っている。

7�8 �44
�

 �

�	� 数値演算上の注意

�� 一般的には整数演算の桁あふれには何の警告も生じない。ただし、�	
���では通常は浮動小数点演

算によって計算されるので、特別な場合（:、789�9��など他言語の呼び出しの利用など）を除

いて、あまり心配する必要はない。

��



� 	
� ����$����6 ����������!

7�8 ����������

� ����$����6 ����������!A����$����6 ����������!

7�8 ��;3;���;� 2 桁あふれのため負の数になってしまった。

 �

�� 浮動小数点による小数の表現には、一般的には誤差が生じる。高精度計算を必要とするのでなけれ

ば、実用上それほど気にする必要はないが、等号による判断を計算結果について行う場合には、注意

を要する。
� 	
� �����$� 
�����=��!

� ���

7�8 �������������������

� �����$� 
�����=�!


 �
�� 浮動小数点の精度は絶対値について相対的である．

�	� 欠測値の扱い

�	
���で欠測値は D�として扱われるが、欠測値を比較 %==&によって識別するためには、引用符で囲っ

て1D�1と指定しなければならない。値が欠測値であるか否かを判断するには ���$�関数を用いる。

また、数値演算の結果、不定な値 %���など&が代入されると、表示は D�となるが、実際には D�Dとい

う特別な記号で表現される値が代入されている。これを比較で判断する場合には、1D�D1のように引用符

で囲む必要がある。���$�関数を用いると、どちらの場合も %内容が D�であっても D�Dであっても&真と

なる。

�	
���でベクトルから欠測値を除去するには、次のようにする。� 	
� %��� /� � �.�.
.D�.4! 2 %���は欠測値を含む。

� %���7G���$� %���!8 2 欠測値以外の部分を選択する。

7�8 � � 
 4

 �
下は、上に説明したものの例を参考までに示す。

��



� 	
� � /� D� 2 欠測値を代入

� �

7�8 D� 2 表示は D�

� � == D� 2 比較の結果が欠測となる

7�8 D�

� � == 1D�1 2 D�を引用符で囲むと比較が真

7�8 +

� ���$� �! 2 ���$�は機能する。

7�8 +

� 5 /� �9� 2 非数値になる結果を代入

� 5

7�8 D� 2 表示は D�

� 5 == D�

7�8 D�

� 5 == 1D�1 2 等号が成立しない

7�8 :

� 5 == D�D 2 これでも等式が真にならない。

7�8 D�

� 5 == 1D�D1 2 これで真。

7�8 +

� ���$� 5! 2 ���$�は真となる

7�8 +

 �

��



第 ��部

線形計算

� ベクトルと行列の操作

�	� 行列の意味

行列 %���#�@&は行 %#"$&と列 %�" ��)&の �次元的な構造をもつデータである。単純な見方をすれば、�

行�列の行列は ���個の数の集まりでしかないが、行列の計算が想定している意味はもう少し複雑で

ある。

� 次元のベクトルを定義域とし、� 次元のベクトルを値域とする関数 � を考えよう。� 個の数 � D

%
�� ���� 
�&	 を一つ決めると、�個の数 � D %��� ���� ��&	 が � によって一つ定まる。ここで、記号 � は横ベ

クトルを縦ベクトルに変換すること %転置>�#�)',"'�&を意味する。このとき � がつぎのような性質を持っ

ているものとする。

�� �%��& D ��%�&。ここで �は実定数である。写像 � が作用する前に �倍するのと、作用したあとで �

倍したものが同じことを意味する。

�� �%�� B ��& D �%��& B �%��&。 これは、写像 � が作用する前にベクトルの和を求めるのと、各々の

ベクトルに写像を作用させた後に和を求めたものが同一であることを意味する。

これら �つの条件を満たすものは、線形写像と呼ばれる。もし、� が �次元のベクトルから �次元のベクト

ルへの写像なら、これらの条件を満たす写像は定数倍に限られる。また、より一般の場合には、
 D �� ���� �

について

�
 D �
�
� B � � �B �
�
� %�&

という式で表されることが分かる。逆に、ここで現れる ���個の係数 ��
��を �セット決めると、線形

写像が一つ定まることになる。

行列の本質的な意味はこのような線形写像であり、その要素は上にあらわれる係数としての意味を持っ

ている。また、行列積はその行列によって表される写像を合成することを意味する。

ある行列が与えられたとき、それを特徴づける様々な値があるが、その一つにランク %#�)4&がある。ラ

ンクは階数とも呼ばれる。�行�列の行列� D %�
�&について、その�個の列ベクトルを ��� ������と表

記することにする。ある�次元ベクトル �に�を作用させると、

� D �� D 
��� B � � �
���
となる。�の値が様々に変化すると �の値もそれにつれて変わる。しかし、もし�が特別な値である場合

には �の取り得る値は、ある特定の範囲に限定されたものであるかも知れない。極端な場合、�の要素が

全てゼロであれば � はゼロベクトル以外にはなり得ない。このようにして作られる �の全体を線形写像�

の像 %イメージ&と呼び、 ���と表記する。�のランク %#�)4�&は、���の次元 %�次独立なベクトルを

最大何個とれるか&によって定義される。これはまた、��� ������ の中から選び出される �次独立なベクト

ルの最大の個数に等しい。いささか込み入った証明が必要であるが、#�)4� D #�)4�	 であることが示せ

る。また、#�)4� D #�)4��	 D #�)4�	�も成立する。

�	� 行列の作成

�	
���では、�次元的なベクトルから行列を作る方法が幾つか提供されている。関数#��6��は、ベク

トルを指定された大きさに区切ることにより、行列を作成する。最初の引数はベクトルであり、�番目の引

��



数は行の数、�番目の列の数を意味する。関数65�$
と�5�$
は、ベクトルを束ねることにより行列を作

成する。65�$
はベクトルを行とみなして結合を行なう。また、�5�$
は列方向の結合を行なう。これら

�つの関数の引数は、何個であってもよい。また、引数にはベクトルだけでなく行列も許される。� 	
� #��� /� #��6�� � �.�.
.3.4.�!.�.
! 2 �行 
列の行列をつくる。

� #��� 2 行列の表示。

7.�8 7.�8 7.
8 2 列ベクトルに分割される。

7�.8 � 
 4

7�.8 � 3 �

� #��� /� 65�$
 � �.�.
.3!.� 4.�.�.B!! 2 行方向に結合

� #���

7.�8 7.�8 7.
8 7.38

7�.8 � � 
 3

7�.8 4 � � B

� #��
 /� �5�$
 � �.�.
!.� 3.4.�!.� �.B.;!! 2 列方向に結合

� #��


7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 � 3 �

7�.8 � 4 B

7
.8 
 � ;


 �
新規に行列を作成するだけでなく、既存のベクトルや行列を操作することによって、新たな行列を作成

できる。� 	
� #��3 /� �5�$
 �5�.�5�!

� #��3

�5� �5� 2 ベクトルの名前が見出しになる。

7�.8 � �4

7�.8 � �3

7
.8 
 �


73.8 3 ��

74.8 4 ��

� �5�$
 #��3.� 4.3.
.�.�!! 2 行列に �列を加える。

�5� �5�

7�.8 � �4 4

7�.8 � �3 3

7
.8 
 �
 


73.8 3 �� �

74.8 4 �� �

 �
上の操作とは逆に、行列をベクトルに戻すには関数�を用いる。これを用いると、列ベクトルを次々と

つなげたベクトルが得られる。� 	
� � #��3!

7�8 � � 
 3 4 �4 �3 �
 �� ��

 �

��



�	� 要素の参照

添字を指定することにより、ベクトルや行列の要素や一部分を参照することができる。添字が �個の整

数である場合には、�個の要素が取り出される。また、添字が整数値のベクトルである場合には、部分ベ

クトルまたは部分行列が得られる。添字はカギ括弧 %78&でくくって指定する。� 	
� �5�7�8 2 ベクトル �5�の第 �番目の要素を得る。

7�8 �4

� �5�7��
8 2 第 �～
番目の要素を取り出す。

7�8 �4 �3 �


� #���7�.�8 2 #���の  �.�!要素。

7�8 �

� #���7�.8 2 #���の �行目。

7�8 � 
 4

� #���7.�8 2 #���の �列目。

7�8 � �

� #���7.��
8 2 #���の �列目と 
列目。

7.�8 7.�8

7�.8 
 4

7�.8 3 �

 �
要素を参照するもう一つの方法は、添字に論理値を持つベクトルを指定することである。真値 %+&の位

置に対応した部分のみが取り出される。� 	
� �5� 2 �5� の値を表示する。

7�8 � � 
 3 4

� �5�7� :.:.:.+.+!8 2 3番目と 4番目の要素が真値のベクトルを指定。

7�8 3 4

� �5� � � 2 比較判断により第 
～4番目が真値を持つ。

7�8 : : + + +

� �5�7�5���8 2 添字部分に上のベクトルを指定するのと同じ。

7�8 
 3 4 2 �より大きな要素のみが得られる。

 �

�	� 要素の変更

上に示した部分ベクトル・部分行列の参照を代入命令の左辺に置くと、指定された部分の値のみが変更

される。

��



� 	
� #���7�.�8 /� ;;; 2  �.�!要素を ;;;に変更。

� #���

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 ;;; 
 4

7�.8 � 3 �

� #���7�.8 /� � ��.33.��! 2 �行目を変更する。

� #���

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 ;;; 
 4

7�.8 �� 33 ��

� #���7.
8 /� � 444.���! 2 
列目の変更。

� #���

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 ;;; 
 444

7�.8 �� 33 ���

 �

�	� 行列の計算

ベクトルの計算と同様に、行列の場合も要素毎の算術演算を行なえる。%���&の大きさの行列は、長さ

�� �のベクトルとみなされて計算される。� 	
� �� > #��
 2 行列の定数倍

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 �� 3� ��

7�.8 �� 4� B�

7
.8 
� �� ;�

� #��� /� #��6�� � ��.��.
�.3�.4�.��.��.B�.;�!.
.
!

� #���

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 �� 3� ��

7�.8 �� 4� B�

7
.8 
� �� ;�

 �

��



� 	
� #��
 A #��� 2 要素毎の加算を行なう。

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 �� 33 ��

7�.8 �� 44 BB

7
.8 

 �� ;;

� #��
 > #��� 2 要素毎の乗算  行列積ではない!。

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 �� ��� 3;�

7�.8 3� �4� �3�

7
.8 ;� 
�� B��

� ��� #���! 2 要素毎に自然対数を求める。

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 ��
��4B4 
��BBB�; 3��3B3;4

7�.8 ��;;4�
� 
�;����
 3�
B����

7
.8 
�3���;� 3��;3
34 3�3;;B��

 �
行列� D %�
�&と� D %�
�&の行列積� D %�
�&は

�
� D
�
�

�
����

で定義される。 �	
���で行列積を計算するには �>� という演算子を指定すればよい。また、行列の転置

%行と列の入れ換え&は関数�で行なえる。関数
���は引数が行列の場合には、その対角要素を取り出して

ベクトルにする。もし引数がベクトルであれば、その要素を対角要素とする対角行列 %対角要素のみが非零

の行列&を作成する。正方の対角行列で対角要素が全て �であるものは、単位行列とよばれる。単位行列

と他の行列�の行列積は�である。

注意& 前述の関数 
���で引数に長さ �のベクトルを指定すると、その数値の大きさの単位行列を表す

%例えば 
��� 4!は �� �の単位行列&。

��



� 	
� #��
 �>� #��� 2 行列積を求める。

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 
�� ��� ����

7�.8 
�� B�� ����

7
.8 3�� ;�� �4��

� � #���! 2 行列の転置

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 �� �� 
�

7�.8 3� 4� ��

7
.8 �� B� ;�

� 
��� #���! 2 対角要素を取り出す。

7�8 �� 4� ;�

� 
��� � ��.BB.;;!! 2 対角行列をつくる。

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 �� � �

7�.8 � BB �

7
.8 � � ;;

 �
課題

�� �つの �� �行列 � �� �� を適当に設定せよ。

�� �つの行列の積の転置は、各々の行列の転置の順番を逆にした行列積であることを確認せよ。% %�� &	 D

� 	�	 を確かめる。&

�� 行列積は計算の順序によらず一定であること、つまり %�� &� D � %�� & であることを確認せよ。

�	� 行和・列和

行列の各行ごとの和、平均、積などを求めたり、また列ごとにこれらの値を計算するには、関数 ����E

を利用することができる。利用法は

����E 行列 �. 次元 �. 関数 �!

のように指定する。ここで、行列 �は計算の対象となるものであり、次元 �は整数値であり計算を適用す

る次元の指定である。次元 �が �ならば各行に関数 �を適用し、�ならば列ごとに関数を適用する。関数

�,, +は、より高次元の配列 %関数 �66�Eによって定義される& にも適用できる。配列の利用については、

本稿では省略した。

��



� 	
� �

7.�8 7.�8

7�.8 � 


7�.8 � 3

� ����E �.�.�	#! 2 各行ごとの和を求める

7�8 3 � 2 第 �要素は �A
. 第 �要素は �A3

� ����E �.�.�	#! 2 各列ごとの和を求める

7�8 
 � 2 �A�. 
A3

� ����E �.�.�6�
! 2 各行ごとの積

7�8 
 B 2 �>
 . �>3

� ����E �.�.�6�
! 2 各列ごとの積

7�8 � �� 2 �>�. 
>3

 �
����Eと類似の機能を持つ関数として �����E（リスト要素への関数の適用）、�����E（�����Eと類似の

機能を持つが、ベクトルを結果とする）、�����E（指定された変数によって分類を行い、各グループに関

数を適用）などの関数がある。

� ベクトルの計算をグラフで確認

以下では、ベクトルと行列の計算の意味を直観的に把握するために、ベクトルをグラフィック表示しな

がら計算を行なう。

�	� 平行 �辺形を描く

�つの �次元ベクトル%�.%� とそれらの和をあらわすベクトル%
 によって作られる平行 �辺形を描くこ

とを試みる。

下の例で、H�� !は� 3�)."$ �+'���において描画用のウィンドウを起動する命令である。また、セン

ターのシステムでは、H�� !と指定するかわりに、#���< !と指定することもできる。こちらの報既に描画

用のウィンドウが画面上にある場合には、指定する必要はない。また、����はデータの散布図を表示する

関数であり、第 �引数のベクトルが横軸の座標、第 �引数が縦軸の座標を与える。�66��� ��.��.��.��!

は、座標 ��.��!から座標 ��.��!に向かう矢印を描く。関数���� �.E.O!は、各 
について %�7
8>E7
8&

の座標で示される位置に、文字列 O7
8 を重ねて表示する。ただし、����を実行せずに、この命令だけを

用いても描画されない。図 �に描画例を示す。また、複数の文字列や数値をつなげて新たな長い文字列を

作るには �����を用いる。

��



� 	
� %� /� � �.�! 2 原点と �つのベクトル  座標!を定義する。

� %� /� � �.�!

� %� /� � �.��4!

� %
 /� %� A %� 2 ベクトル和を求める。

� 
���� /� �5�$
 %�.%�.%�.%
! 2 各列が点の座標となる行列を定義。

� 
����

%� %� %� %


7�.8 � � ��� 
��

7�.8 � � ��4 ��4

� H�� ! 2 グラフィック画面の準備をする。

� ���� 
����7�.8.
����7�.8! 2 3つの点をプロットする。

� �66��� �.�.%�7�8.%�7�8! 2 原点から %�への矢印を描く。

� �66��� �.�.%�7�8.%�7�8!

� �66��� %�7�8.%�7�8.%
7�8.%
7�8!

� �66��� %�7�8.%�7�8.%
7�8.%
7�8!

� ���� 
����7�.8.
����7�.8.� 0�0.0%�0.0%�0.0%�A%�0!!

 �

•

•

•

•

data1[1,  ]

da
ta

1[
2,

  ]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

0

v1

v2

v1+v2

図 �C ベクトル和による平行四辺形の描画

�	� 関数の定義と編集

込み入った操作を何度も繰り返してタイプするのは面倒である。�	
���には、幾つかの操作をひとま

とめにする機能 %関数定義&がある。つぎのように入力すると、�� �の行列を指定して、その各列を �次

元ベクトルとみなし、平行 �辺形を描く関数を定義することができる。関数の中では、命令と命令の間は

J%セミコロン&で区切る。行の先頭のAは指定が完結していないことを示すために �	
���が自動的に表示

する記号である。

��



� 	
� ��6�� /� <	$����$ #���! L

A %� /� #���7.�8J %� /� #���7.�8J %� /� � �.�!J %
 /� %�A%�J

A #���� /� �5�$
 %�.%�.%�.%
!J

A ���� #����7�.8.#����7�.8!J

A �66��� �.�.%�7�8.%�7�8!J �66��� �.�.%�7�8.%�7�8!J

A �66��� %�7�8.%�7�8.%
7�8.%
7�8!J �66��� %�7�8.%�7�8.%
7�8.%
7�8!J

A ���� #����7�.8.#����7�.8.� 0�0.0%�0.0%�0.0%�A%�0!.���=4!

A M

 �
ここで命令����の中の���は文字の大きさの指定である。また、オブジェクト名#���.%�.%�.%�.%
.#����

などは、この関数の実行中に限って一時的に生成されるものであり、もし同名のオブジェクトが作成済み

であったとしても、それらには影響を及ぼさない。

��6�� と入力すると、指定した内容が表示される。ただし、このとき区切りのセミコロンは表示されな

い。どこか間違えたなら、もう一度最初から入力しなおすか、つぎに示す方法で内容を編集する。

1�エディタの使い方を知っているならば、つぎの命令によって、関数の内容を編集することができる。

1�の説明は ���� %�!と入力すればみることができる。この命令はオブジェクト��6��の内容を%�エディ

タを用いて編集し、その結果を新たな��6��の内容として代入することを意味する。� 	
��6�� /� %� ��6��!


 �
エディタとして 1�の代わりに�� �を使うためには、つぎのように指定する。� 	
��6�� /� %� ��6��.�
���6=0#	��0!


 �
�� �は大きなプログラムであり、起動に時間がかかるが高機能で使いやすい。立ち上がってから、

�
�

�
�:�# BF�

�
�
�� %�は大文字&と押すと、最下行で(�$����� と尋ねてくるので、ここでP���$���と答えると、日本語

の説明が現れる。

プログラムを編集するもう一つの方法は、あらかじめテキストファイルに �� �などで �	
���のプロ

グラムを作成しておき、それを読み込むことである。プログラムの記述されているテキストファイル名を

��6���とし、これが �	
���を起動したディレクトリにあるとすると、�	
���で��	6�� 0��6���0!と

実行することにより、ファイルに記述されたプログラムが �	
���に読み込まれ実行される。記述される

内容は、多くの場合対話的に実行しているデータの定義であってもよいし、ここで説明した関数の定義で

あってもよい。

�	� 回転をあらわす行列の作成

つぎのようにして、平面上の ��度の回転をあらわす行列をつくる。

��



� 	
� �� 2 円周率 �� はあらかじめ準備されている。

7�8 
��3�4;


� 
��
� /� �>�� > 
�9
�� 2 
�度をラディアンであらわす。

� 
��
�

7�8 ��4�
4;BB

� ��� 
��
�!

7�8 ��B����43

� ��$ 
��
�! 2 ��$ 
�°! = ��4 を確認。

7�8 ��4

� ��6� 
93! 2 ��� 
�°! = √  
93! を確認。

7�8 ��B����43

� 
���� /� �5�$
 � ��� 
��
�!.��$ 
��
�!!.� ���$ 
��
�!.��� 
��
�!!!

� 
���� 2 
�°の回転を表す行列。

7.�8 7.�8

7�.8 ��B����43 ���4������

7�.8 ��4������ ��B����43

 �
ここで定義された
����は、��°の反時計回りの回転をあらわす行列である。上で作成した関数��6��を

利用すると、この行列によって、ベクトルがどのように、写像されるかがわかる。これを実行するには、

��6�� 
����!と入力すればよい。

上と同様にして、��°の回転をあらわす行列を作成することができる。� 	
� 
���� /� �>��>��9
��

� 
���
 /� �5�$
 � ��� 
����!.��$ 
����!!.� ���$ 
����!.��� 
����!!!

� 
���


7.�8 7.�8

7�.8 ��4������ ���B����43

7�.8 ��B����43 ��4������

� ��6�� 
���
!


 �
つぎの行列
���3は、左右の反転をあらわす。� 	
� 
���3 /� 
��� � ��.�!!

� 
���3

7.�8 7.�8

7�.8 �� �

7�.8 � �

� ��6�� 
���3!


 �
行列積は線形写像の合成を意味する。つぎのように回転をあらわす行列の積を求めると、回転の量が足し

合わされるのが分かる。� 	
� ��6�� 
���
 �>� 
���� !

� ��6�� 
���� �>� 
���
 �>� 
���� !


 �

��



回転をあらわす行列の場合には、行列の順番が違っても結果は変わらないが、一般的にはこれは成立しな

い。
���� �>� 
���3 と
���3 �>� 
����の値を比較すると、異なっているのが分かる。

課題

回転の角度を「度」で指定すると、その回転をあらわす �� �の行列を与える関数を作成しなさい。上の

グラフ作成の例では、関数の値を利用してはいないが、�	
���では関数定義の中の最後の式の値が、そ

の関数自身の値となる。また、関数の中で作成されるベクトルや行列は、その関数の中でだけ有効なもの

であり、関数の実行後には残らない。また、それらのベクトルや行列は、既に作成済のものと名前が重複

しても、別のものとみなされる。

例えば、次の関数�����では、関数が返す値は3>�であり、それ以前に計算される�や�>�は、関数が返

す値には直接には影響しない。� 	
� ����� /� <	$����$ �! L �J �>�J 3>� M

� ����� 
!

7�8 �� 2 3>� = 3>
 を返す。

 �


 ベクトルの直交化

�次独立な幾つかのベクトルが与えられたとき、それらの線形結合であってしかも互いに直交するベク

トルをつくりだすことができる。その方法についてここで検討する。

�	� ベクトルの長さ !ノルム"・内積・角度

ベクトル �> �がそれぞれ

�	 D %
�� 
�� ���
�& � �	 D %��� ��� ���� ��& %�&

であるとする。�と �の内積はつぎの式であらわされる。

%���& D �	� D 
��� B 
��� B � � � B 
��� %�&

�	
���で 変数�とEにそれぞれベクトルの値が代入されているとする。�	
���では �	# � > E! と

すると、�つのベクトルの要素毎の積を求めたあと、それらの和を計算するので、内積が求まる。

ベクトル �の長さ %ノルム&���はそれ自身との内積の平方根であるので、
��6� �	# �>�!!とすればよい。また、関数%��$�6# �!によっても、ノルムを求めることができる。

２つのベクトルのなす角度 �はつぎの公式を使って求めることができる。

�"' � D
%���&

������ � � D �"'��
�

%���&

������
�

%�&

この計算に対応する �	
���の命令は、次のようになる。ここで����は余弦関数の逆関数である。� 	
���� �	# �>E! 9  %��$�6# �!> %��$�6# E!! !


 �
ラディアンではなく度であらわしたい場合には� 	

���� �	# �>E! 9  %��$�6# �!> %��$�6# E!! ! > �B�9��


 �
とすればよい。

��



課題

適当なベクトルを設定し、それらのなす角度を求めてみなさい。

�	� 直交射影

�つのベクトル ����� があるとき、� D %�����&�������� を �� の �� で張られる空間への直交射影と

いう。�� � �と �� とは直交する。実際、

%�� � ����& D %�����&� %����& D %�����&� %�����&%�����&������ D � %��&

である。

これと同様の考えに基づいて、�次独立なベクトルから、次々と互いに直交し長さが �であるベクトルを

求めることができる。その手順はつぎのようなものである。まず、�次独立なベクトルの組を ������ ������

とする。

�� 	� D �������と置くと長さ �である。

�� �� D �� � %�����&�������� D �� � %��� 	�&	� とし、さらに 	� D ������� とする。

�� �� D �� � %��� 	�&	� � %��� 	�&	� とする。	� と同様に 	� D ������� とする。

�� 以下同様に �
 D �
 �
�
��

���%�
� 	�&	� とし、	
 D �
���
�とする。

課題

�	� D %�� �� �&��	� D %����� �&��	� D %��� �� �&とおき、これらから上の手順に基づき、互いに直交する

長さ �のベクトルの組を求めなさい。

� 行列式

� � � の正方行列 � について .��� または 	�	 という記法によって � の行列式をあらわす。� D

%������ ������&としよう。�の行列式は�の �個の列ベクトルによって構成される平行 %超&多面体の符号

付きの体積である。� D �のときは、�つのベクトル ����� の �つのベクトルによって形づくられる平行

四辺形の面積、すなわち 
>��>�� B ��>および �� の �点で囲まれた領域の面積である。ただし、ベクトル

の位置関係によって符号が変わる。��から ��への方向の変化が逆時計回り %正の角度&のときには正符号

であり、時計回り %負の角度&の時には負符号である。但し回転の角度は ���度以下とする。� D �の時は

�つのベクトルによって構成される平行 �面体 %直方体を歪めたもの&の体積であり、ただしこの場合もベ

クトルの向きによって符号が変わる。厳密には、行列式はつぎの性質を満たす正方行列の関数として定義

される。

�� .�� 
 D � ただし 
 は単位行列。

�� ある列を �倍すると、行列式の値も �倍になる。

�� �の第 � 列 �� を別のベクトル �� に置き換えた行列を � とする。また、�� B �� に置き換えた行列

を � とする。このとき .��� D .���B .��� となる。

�� �つの列を交換すると、行列式は絶対値が同じで符号が逆転する。

��



以上の性質を満たすものは、実は一通りしかない。上に述べた平行 �辺形の符号つき面積や平行 �面体の

符号つき体積は、上の性質を満たすことが直観的にわかる。

また、行列式の定義からつぎの性質が導かれる。

�� �つの列が同じであれば行列式は �である。

�� �つの列が他の列の定数倍であれば行列式は �である。

�� ある列を定数倍したベクトルを別の列に加えても、行列式の値は変わらない。

�� �を �� �の行列とする。つぎの �つの条件は全て同値である。このとき�は正則 %#�*� �#& であ

るという。

.��� �D �であること

�の列が �次独立であること

���� のランクが �であること

逆行列��� が存在すること

�� .��%��& D .��%�& .��%�&

�� .����� D �� .���

�� .��� D .���	 % 	 は転置を示す。&

�� 上の定義に示した性質は、列を行と読み換えてもすべて成立する。

�� � D

�
� �

� �

�
のとき、.��� D ��� ��

��� �が対角行列または三角行列の場合には、.��� D ��� � ��� � � � � � ��� である。

行列式が用いられるのは、多変数の微積分学や座標変換の計算が多い。これらの証明やさらに詳しい性質

については、線形代数の教科書を参照のこと。

残念ながら、何故かしら �	
���には行列式を求める関数が含まれていない。ただし、次に示す関数を

定義することにより、行列式を求めることはできる。実は下に示した中で用いている関数����$は、行列

の固有値と固有ベクトルを求める関数であり、���$ �!Q%��	��は行列�の固有値を成分とするベクトル

である。固有値と固有ベクトルについては後述するが、固有値の積は行列式と一致する。行列�の成分が

全て実数であれば行列式の値はつねに実数であるが、�が対称でない場合、つまり� �D �	 の場合には

�の固有値は実数とは限らない。� 	

�� /� <	$����$ �! �6�
 ����$ �!Q%��	��!


 �
行列式を求めるためのより効率的な方法は、次のような関数を定義することによって可能になる。この関

数は正式には説明されていない �	
���の機能を利用している。ここで �6 �!は行列 �のG9分解と呼ば

れる計算を行なう関数である。G9分解とは、���の行列�を長さ �の�個の直交列ベクトルからなる

行列
と���の上三角行列�との積� D 
�として分解する計算方法である。�	
���によって得ら

れる内部の計算結果�6 �!Q�6の形式はいささか複雑で上の
�と単純には対応しないが、対角成分は�

の対角成分に対応する。三角行列の行列式は、対角要素の積として表されるので、�6�
 
��� �6 �!Q�6!

は .���に対応する。一方� が正方行列なら、
は �� �の大きさであり、直交行列 %後述&となる。直

交行列の行列式は、その性質からB� か��のいずれかである。G9分解の計算手順から、ピボット選択と

��



呼ばれる計算手順を用いていなければ、.��
 D %��&���となる。この �つの性質を用いて行列式を計算

している %��9�, �+の ')�$'メーリングリストへの投稿による&。� 	

��5E�6 /� <	$����$ �! �6�
 
��� �6 �!Q�6!! >  ��!� $��� �! � �!


 �
課題

関数
��および
��5E�6を自分で定義し、上に示した行列式の性質を確認してみなさい。

�� 連立�次方程式と逆行列

�を �� �の正方行列、�と �を長さ �の縦ベクトルとする。�は値がわかっているが、�は未知である

とする。このとき式 �� D �は、�元連立１次方程式をあらわす。これについて次のようなことがわかっ

ている。

�� .��� �D �すなわち�が正則であれば、�の値は、常に一通りに定まる。

�� .��� D �である場合には、解が存在しない場合 %不能&と、解が複数存在する場合 %不定&とがある。�

が正則でないことを特異 %'�)*� �#&であるという。解が複数存在するのは、#�)4� D #�)4%�	�& � �

のときであり、解が存在しないのは #�)4� � #�)4%�	�& の場合である。ここで %�	�&は�の横に縦

ベクトル �をならべた �� %� B �&の行列である。

�が正則であるときには、�� D 
となるベクトル �はゼロベクトルのみである。また、このとき逆行

列���が存在する。�の逆行列とは、�� D 
� となる行列� のことである。ここで 
� は、�次の単位

行列を表す。� の列ベクトルを ��� ������ とし、また 
� の � 列を �� とする。方程式�� D 
� の両辺の

� 列をとると、��� D �� である。�が正則であれば、これらの �個の連立 �次方程式は必ず解を持つの

で、�� が求まり、� を定めることができる。�� D 
� が成立すれば、つぎの議論から�� D 
� である

ことも分かる。

�� D � とおいてみる。��� D � D �� である。� D �
�なので、�%
��� &はゼロ行列である。

�は正則なので 
� � � の各列がゼロベクトルであり、� D 
� となることがわかる。

�	
���の関数���%�によって連立 �次方程式を解いたり、逆行列を求めることができる。� 	
� � /� #��6�� � �.�.�.��.�.�.�.�.�!.
.
! 2 
× 
の行列を定義

� �

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 � �� �

7�.8 � � �

7
.8 � � �

� ���%� �.� 4.�.�!! 2 5�+= 4.�.�!とおいて �を求める。

7�8 ��������A�� ��������A�� ��
4;�3���4 2 5が横ベクトルであっても ,R。

 �

��



� 	
� �

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 � 3 ��

7�.8 � 4 �

7
.8 
 � ��

� ���%� �! 2 引数が一つのみの場合は逆行列

2 を与える。

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 ���;������ ���������� ���4

7�.8 ��3������ ��������� ����4

7
.8 ����4����� ��4������ ����4

� ���%� �! �>� � 2 逆行列になっていることの確認

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 ���������A�� �����34
4���4 4�44���4����

7�.8 3�33�B;����� ���������A�� ���
B���;����

7
.8 �3�33�B;����� ���

���B���4 ���������A��

� � �>� ���%� �!

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 ���������A�� ���������A�� ����444B����

7�.8 �
�

���;���� ���������A�� �4�44���4����

7
.8 �
�

���;���� 4�44���4���� ���������A��

 �
����は、数値が �����倍されることをあらわす。対角要素は �であり、非対角要素はほとんどゼロである

ことがわかる。

逆行列にはつぎのような性質がある。

�� %��&�� D ������

�� %�	 &�� D %���&	

�� 上三角行列の逆行列は、上三角行列。

�� 下三角行列の逆行列は、下三角行列。

課題

適当な係数行列 %正方&�と右辺のベクトル �を指定し、���%�を用いて、連立 �次方程式を解いて見な

さい。また上に示した逆行列の性質を確認しなさい。�	
���では関数�で行列の転置を行なえる。

�� 答えのない連立�次方程式

��	� 最小 �乗法  #$�

前節で、連立 �次方程式

�� D � %��&

��



において、この式を満足する �が存在するのは、#�)4� D #�)4%�	�&のときであると説明した。しかし、
この条件が成立しない場合にも解に「近い」�がどれであるかを決めることはできる。ここで、� D ��

とおく。�の解としての良さを ��� ��� によって定義する。これはベクトルの次元を � とするとき、

��

��

%�
 � �
&
� %��&

となる。�の値を調節して、これを小さくするような �をつくり出すことについて考える。

ここで、�の次元は � � �%� 
 �&であり、�のランクは �であるとする。つまり、�の各列は �次独

立なベクトルである。簡単のために � D �� � D �の場合を考えてみよう。� D %�����&とすると ����� の

各々は次元 �のベクトルであり、�次元空間の中の同一直線上にはない。また、
��� B
���の全体 %
�� 
�

が様々に変化する場合のベクトル全体&は、原点を通る �つの平面をなす。

より具体的に �� D %�� �� �&	 � �� D %�� �� �&	 としよう。この場合 � D %�� �� �&	 とおくと、�� D �を

満たす �は存在しない。多変数の微分を用いた計算から、実は

H� D %�	�&���	 � %��&

が式 %��&を最小にすることがわかっている。これを使うと H� D �H� D �%�	�&���	 �である。計算すると

�	� D

�
� �

� �

�
であり、%�	�&�� D

�
��� ����

���� ���

�
である。これらを使うと 
� D ���� 
� D ���

のとき H� D %���� ����� ����&	 であり、これが �に一番「近い」値であることがわかる。

課題

実際に �の値を様々に設定し、その場合の %��&の値を比較してみなさい。

これらの手順をひとまとめにした関数��<��が �	
���には用意されている。行列�とベクトル5が上

の例の様に定義されているものとする。� 	
� �

7.�8 7.�8

7�.8 � �

7�.8 � �

7
.8 � �

� 5

7�8 � � 
 2 5は横ベクトルでよい。

 �
次のように、関数 ��<��を使うと、�の推定を行なえる。

��



� 	
� ��� /� ��<�� �.5.�$��6����=:!

� ���

Q���<�

H� H� 2 Hの推定値

��������� ��4

Q6���
	����

7�8 ���������� ��






 ���������� 2 残差 5���

Q�$��6�����

7�8 :

Q�6�

Q�6Q���

7�8 ���BB��4�
 ������
��
 ���3�B�3B


Q�6Q�6�

H� H�

7�.8 ����
��4�B ����
��4�B

7�.8 ��4��
4�
 ���3�3��
�

7
.8 ��4��
4�
 ��;�4;�4B

Q�6Q�6�	��

7�8 ��4��
4� ���4BB�;

Q�6Q6�$�� 2 �のランクを計算して求めたもの。

7�8 �

Q�6Q��%���

7�8 � �

Q�6Q����

7�8 �����

 �
��� は、内部にいろいろな要素をもつリスト % �'�& と呼ばれる構造を持つデータになっている。Qに続く

名前が、データの要素をしめしている。このうち、���Q���<が推定された H�である。���Q6���
	���は

残差 � � H� D ���H�を示している。つぎのように指定すると、H� D �H�を求めることができる。ここで

#��6�� ���Q���<.�.�!は、求められた係数ベクトル ���Q���< を �� � の行列に変換するものである。

��



� 	
� � �>� #��6�� ���Q���<.�.�!

7.�8

7�.8 ���������

7�.8 ���������

7
.8 
��������

 �
このベクトルは残差を �から引くことによっても求められる %ただし、この場合は行ベクトルになる&。� 	
� 5 � ���Q6���
	���

7�8 ��������� ��������� 
��������

 �
���Q�$��6����は定数ベクトルを係数行列の最初の列として付加するか否かを示すものである。この例で

は��<��の実行時に�$��6����=:%:は 7� '�の意味&を指定しているので、定数ベクトルは新たには付加

されていない。つぎの様に指定すると、上の例と実質上同じ計算が行なわれる %+は �#��の意味&。� 	
� �� /� #��6�� �7.�8.
.�!

� ��

7.�8

7�.8 �

7�.8 �

7
.8 �

� ��� /� ��<�� ��.5.�$��6����=+!


 �

��	� 直交射影子

前項の最小 �乗法で、� D �%�	�&���	 という形の行列がでてきた。これは直交射影子と呼ばれるも

のの例になっている。行列�が �� �の大きさであり、列ベクトルが �次独立であるとすると、� は ���

の行列であり、その階数 %#�)4&は �である。この行列が直交射影子と呼ばれるのは、��が、�の列ベク

トルによって張られる �次元空間の中の �次元の平面への �の垂直な射影になっているためである。

一般に、次の �つの性質を満たす正方行列は直交射影子になっている。

�� 対称である。すなわち � 	 D �

�� 冪 %べき&等である。すなわち �� D �

� が直交射影子ならば #�)4� D �#���� が成立し、この値は射影をとる部分空間の次元である。ここで

�#���%トレース&とは対角要素の和のことである。前項の最小 �乗法によって求められる H�は、�の列ベク

トルで張られる空間上への �の直交射影になっている。

課題

第 �項で定義した�から、つぎのようにして直交射影子 � D �%�	�&���	 を作成せよ。

� �� /� � �>� ���%� � �! �>� �! �>� � �!

このようにして作成した直交射影子が、対称、冪等であり、またそのトレースが階数 %この場合は �&に等

しいことを確認せよ。

��



�� 直交行列

���の行列で、各列ベクトルの長さが１で、しかも互いに直交している行列のことを直交行列 %"#��"*")� 

���#�@& という。行列 � が直交行列であるとすると、その定義より�	� D 
 である。ここで、
 は単位

行列を示す。つまり、これは � の逆行列が �	 であることを示している。

一般に��� が�の逆行列であるとすると���� D ���� D 
 である。従って �	� D � ��	 D 
 が

いえる。これより、� の各行も長さ �で互いに直交していることがわかる。行列式の性質より、

.��� .��� D .��� .���	 D .��%��	 & D .�� 
 D � %��&

である。これより、.��� D ��である。

課題

�� 次の行列が直交行列であることを、確認しなさい。

%�&

�
�"' � � '�) �

'�) � �"' �

�
� %�&

�
� '�) � �"' �

�"' � '�) �

�

%�&� � ���	 � ここで�は長さ１のベクトル

%�&� D �� ただしここで�と�はともに直交行列

�� ���� を直交行列とし、�を �次のベクトルとする。このとき ��の長さは常に �の長さに等しい

ことを確認しなさい。

�� 特異値分解

�を �� � の行列とする %特に制限は付けない&。ここで � D ��)%�� �&とする。実は、�のつぎのよう

な分解が必ず存在する。

� D ��� 	

ここで � は �� �の行列であり各列は長さ �で互いに直交している。すなわち、�	� D 

。 また�は

� � � の対角行列で要素は非負の数である。さらに、� は � � �の行列で、� と同様に各列は長さ �で互

いに直交している。つまり、� 	� D 

。

このような分解のことを、特異値分解 %'�)*� �# 1� �� .��"�,"'���")&と呼ぶ。行列�のランク %階数&

は、�の非零の対角成分の個数に等しい。�の対角要素のことを�の特異値と呼ぶ。�	
���には特異

値分解を行なう関数�%
が用意されている。

��



� 	
� #��� /� #��6�� � �.�.�.�.�.�!.�.
! 2 行列を定義

� #���

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 � � �

7�.8 � � �

� #����%
 /� �%
 #���! 2 特異値分解の実行し結果を代入

� #����%
 2 特異値分解の中身

Q
�

7�8 ���4�B��3 ����B�4�4 2 対角要素

Q%� 2 S

7.�8 7.�8

7�.8 ���B��3;B; ���;B�B
�

7�.8 ���
�;���
 ���4�
�34

7
.8 ���3;��;B� ����4�4��B

Q	� 2 I

7.�8 7.�8

7�.8 ���3��B4�; ���BB���3�

7�.8 ���BB���3� ��3��B4�;

� #����%
Q	 �>� 
��� #����%
Q
! �>� � #����%
Q%! 2 復元する。

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 � �������
���� �

7�.8 � ���������A�� �


 �
特異値分解は最小 �乗法の計算と密接な関連を持っている。特異値分解を使うと、行列�をより低いラ

ンクの行列で最小 �乗基準の意味で近似することができる。このため、多くの変数を少数の変数で近似す

るために多変量解析でしばしば利用される。

課題

�の特異値分解の対角行列を�とする。�	�および��	 を特異値分解して得られる対角行列は、と

もに��であることを確認せよ。また、�が逆行列を持つ場合には、その特異値はどのようになるだろう

か。検討せよ。

�� 多変数の�次関数

��	� 関数の最大・最小と対称行列の固有値

�変数の �次関数は

�%
& D �
� B �
 B �

のように書き表される %ただし、� �D �&。 この関数のグラフは �が正の場合には、上に開いた放物線であ

り、�が負の場合には、下向きに開いた放物線になる。このような �次関数を多変数に拡張してみよう。こ

こでは、単純のために �変数の場合を考える。

��



まず、�変数の �次関数は一般的につぎのような形式で書きあらわされる。

�%
�� 
�& D ���

�
� B ����
�
� B ���


�
� B ��
� B ��
� B �

これを行列とベクトルを用いて書き表すとつぎのようになる。

�%�& D �	��B �	�B �

ただしここで

� D

�

�


�

�
� � D

�
��� ���

��� ���

�
� � D

�
��

��

�

である。ここで�は対称 %� D �	 &であることに注意する。

この関数を �の要素毎に微分してみよう。まず、
� で微分すると

��

�
�
D �%���
� B ���
�& B ��

である。また、
� で微分すると、
��

�
�
D �%���
� B ���
�& B ��

である。 �
��
���
��
���

�
D

��

��

と表記することにすると、
��

��
D ���B �

である。�次微分ベクトル ��
�� は、関数 � のグラディエントベクトルとも呼ばれる。これは関数を曲面と

して表示すると、各点における山側の方向 %水の流れと逆方向&を示すものである。もし ��� B � D 
の

解 �� が存在するならば、そこでは ��
���

D 
が成り立つ。これは関数をあらわす曲面の接平面が水平であ

ることをあらわしている。この ��は �%�&にとって特別な意味を持つが、さらに関数の性質を詳しく調べ

るためには、行列�の固有値と呼ばれる量について検討しなければならない。

一般に、�� �の対称行列�はつぎのように直交行列 � と対角行列 Iの積に分解できる。

� D �I�	

これは、特異値分解によく似ているが、左右の直交行列が同一のものであるところが違う。また Iの対角

要素は非負とは限らない。ある。この場合の Iの対角要素のことを、�の固有値 %��*�)1� ��&と呼び、ま

た � の列ベクトルのことを、固有ベクトルとよぶ。

� の第 � 列を �� とすると、

��� D ����

が成立する。ここで �� は Iの第 %�� �&要素である。

先の �次関数 �%�&に戻ると、

�%�& D �	��B �	�B �

D %�� ��&	�%�� ��&� �	���� B �

と変形される。また、� D �I�	 とし、� D �	 %�� ��&とすると、

�%�& D �	I� B �")'��)�

D ���
�
� B ���

�
� B �")'��)�

��



となる。

��� ��がともに正の場合は、関数曲面の形はお椀型であり、またともに負の場合は、お椀を伏せた形にな

る。一方が正で他方が負の場合には、馬の鞍のような形になる。また、片方の固有値が零の場合には、放

物線を横に移動した痕跡の形になる。これから、固有値が全て正の場合には、��は �%�&の最小値であり、

また、固有値が全て負の場合には、最大値になることが分かる。

�	
���では関数����$を用いて、対称行列の固有値と固有ベクトルを求めることができる。� 	
� � /� #��6�� � �.�.�.�!.�.�! 2 対称行列を定義

� �

7.�8 7.�8

7�.8 � �

7�.8 � �

� ����$ �!

Q%��	��� 2 固有値

7�8 
 �

Q%����6�� 2 各列が固有ベクトル

7.�8 7.�8

7�.8 ��������B ��������B

7�.8 ��������B ���������B

� �����$ /� ����$ �!

� �����$Q%����6� �>� 
��� �����$Q%��	��! �>� � �����$Q%����6�!

7.�8 7.�8 2 � の復元

7�.8 � �

7�.8 � �


 �

��	� 一般行列の固有値と固有ベクトル

実数を要素とする �次の正方行列 %必ずしも対称ではない&�について、

�� D ��

が成立するものとする。ここで、�は実数または複素数であり、�は実数または複素数からなる 
ではな

いベクトルである。この条件を満たす �のことを�の固有値とよび、�を固有ベクトルとするのが本来の

定義である。

� が対称行列である場合には、前節に示した行列分解によって固有値と固有ベクトルを求めることが

可能であり、�の要素が実数ならば、固有値も固有ベクトルも全て実数である。しかし、� が対称では

ない場合には、� の要素が実数であっても、固有値が実数である保証はない。�が�の固有値であれば、

%� � �
�&� D 
であるので、� � �
� の行列式は零でなけばならない。�次正方行列の行列式は行列要

素の �次式であるので、�はこの �次式の解になっている。非対称行列の固有値は常微分方程式の解を求

める場合などに利用される。

��



第 ���部

データ解析

�
 テキストファイルからの入力

��	� ベクトルの入力

テキストファイルに記述されたデータをベクトルとして入力するには���$を用いる。例えば、��#�����
��

というファイルに数値が順に記入されており、これを �という名のベクトルとして読み込む場合には、つ

ぎのように ���$関数の引数にデータを含むファイル名を指定する。

ファイル ��#�����
��に記入されているデータが文字型である場合には、���$の第２引数に文字型の

定数（0�0など）を指定する。ここで、���$の �番目の引数0�0は、データの型を例示するものであり、こ

の場合文字型のデータ %他のもの、例えば0T0でも良い&を指定する。� 	
��#�����
��の内容

��� 
�3 4���

B�;� ;�� �����


�34�
 �� 	
��#�����
��の内容

0N�����
�0 0��#�6�0 0�����0

0*����0 0U�#�����0 0@�E���0 0:	�	���#�0


 �� 	
� � /� ���$ 0��#�����
��0! 2 ��#�����
�� よりデータを入力

� �

7�8 ����� 
�3�� 4���� B�;�� ;���� ������ 
�34�

� E /� ���$ 0��#�����
��0.0�0! 2 ��#�����
�� より文字型で入力

� E

7�8 0N�����
�0 0��#�6�0 0�����0 0*����0 0U�#�����0 0@�E���0

7�8 0:	�	���#�0

 �
オプションの指定により、複数の（長さの同じ）ベクトルを同時に入力することもできる。


��#"'"!� 3�)."$'のテキストファイルを、!�,コマンドなどによって転送する場合、バイナリモード

を用いると余分な復改コード�@がファイルに含まれる。�	
���で、このようなファイルを読もうとする

と、エラーが生じる。つぎのように $�<という ����ユティリティを用いると、<����から余分なコード

を除いたものが、<����となる。� 	
$�< �
 <���� � <����
 �

��



��	� データフレームの作成

複数の変数 %数値型、文字型が混在する場合もある&から構成される表の形式を持つデータを入力するに

は、6��
���5��を用いる。次のようなデータがファイル ����������
���に保存されているとする。こ

こで最初の変数が、学生の名前であり、２番目が英語、３番目が数学、４番目が国語の成績であるとする。� 	
:IP*, ;3 �B ;;

N�I-, 4� 3; ��

N*-,�N* 4; 3; ��

PIDR, �; �� 4


@*",-* 4� �
 4;

@*D,-I B4 ;� ��

�I@*, �� �� 
�

+,N-I �B 
4 ;

+,U,R, ;� BB �;

U�U,* B� ;� ��

 �
これを読み込むためには、次のように実行する。� 	
��������� /� 6��
���5�� 0����������
���0.6���$�#��=DI((.

A ����$�#��=� 0$�#�0.0�$�0.0#���0.0��$0! !


 �
この命令を実行すると、���������という名のオブジェクトにデータが保存される。これはデータフレーム

と呼ばれる型のオブジェクトであり、いくつかのベクトルや行列を要素として含む。この場合には、$�#�、

�$�、#���、��$の �つのベクトルが要素である。6���$�#��=DI((は、行の名前を数字にする指定であ

る。文字型のベクトルを指定すると %重複がなく、各要素が一意的であるもの&、それが行の名前になる。

また特に指定しないと、文字型で重複のない変数の内、最初に現れたものが行の名前になる。����$�#��

には列 %変数&の名前を指定する。また、引数に ���
�6=+を指定すると、データの先頭行を列の名前とし

て入力し、�行目以降をベクトルの要素とする。

入力された各変数を参照するには ���������Q$�#�などのように、オブジェクト名と要素変数名をJで

繋いで指定する。または、���������77�88の様に指定することもできる。ここで 77�88はリストと呼ば

れるデータ構造の �番目の要素を指定するものである。データフレームは、ベクトルや行列をリスト構造

にまとめて一つのオブジェクトとしている。リスト構造についての詳細は後述する。各変数の個別の要素

を参照するには、���������Q$�#�7�8などのように 7 8によって要素の番号を指定する。また、行列の

場合と同様に ���������7.�8とすると１番目の変数 $�#�が参照され、また ���������7�.8とすると１

行目のレコードが参照される。�	
���に含まれる多変量を参照する分析方法の多くは、データフレーム

を引数とするよう設計されている。

既に作成済みのベクトルなどからデータフレームを作成するには、次のように関数 
����<6�#�を用い

る。ここで各引数の等号=の左側が要素名の指定、右側が参照するオブジェクト %ベクトルなど&の名前で

ある。この際、各変数の長さは同じでなければならない。� 	
$�#��$� /� 
����<6�#� %�=���������Q$�#�. %�=���������Q�$� !


 �
変数の値によってデータフレームの一部分を選択する場合には、つぎのように指定する。

��



� 	
� ���������7���������Q�$����.8

$�#� �$� #��� ��$

� :IP*, ;3 �B ;;

3 PIDR, �; �� 4


� @*D,-I B4 ;� ��

; +,U,R, ;� BB �;

�� U�U,* B� ;� ��

 �
データフレームは、行がレコード %���でのオブザベーション&、列が変数である行列のような取り扱いが

可能である。上の指定では英語の成績が ��点を超えるレコードを選択している。

�� 基礎統計機能

�	
���には極めて多くの統計分析機能があるが、ここではおもに基本的な記述統計のための関数と、

確率分布および乱数の生成法について紹介する。

��	� �変数の統計量

つぎの例に示すような、�変数統計量を求める関数が用意されている。関数%�6によって求められる値

は、分散の不偏推定量
�

� � �

��

��

%

 � K
&�

である。ここで、K
は �

�の標本平均である。分位点を求める関数�	�$����は、引数が �個の場合には、

%最小値、第 �四分位点、中央値、第 �四分位点、最大値& からなる長さ �のベクトルを返す。下の例中の

�	�$����の出力 �行目は要素の見出しであり、�行目がベクトルの値である。� 	
� 
�� /� � ��
.��4.�4B.���.���.��B.���! 2 データの代入

� #��$ 
��! 2 平均を求める。

7�8 ����4��3

� %�6 
��! 2 分散

7�8 
B�;4�
B

� #�
��$ 
��! 2 中位数

7�8 ��B

� #�� 
��! 2 最大値

7�8 ���

� #�$ 
��! 2 最小値

7�8 �4B

� �	�$���� 
��! 2 3分位点と最大・最小を求める。

�� �4� 4�� �4� ���� 2 見出し

�4B ��3 ��B ��� ��� 2 分位点の値

� �	�$���� 
��.���! 2 ��％点を求める。

���

��
�3
 �

��



��	� 分布の比較

�群のデータにおける統計量 %平均、分散など&を比較することは、最も基本的な統計的な分析の１つで

ある。ここでは、: �1� �).%����&にとりあげられている。原典は 7#�'0+ ? : ��$"#��+ %����&によるラ

ンダムドットステレオグラムの反応時間の測定実験である。���� �0の 6��� �). '�"#+  �0#�#+ %6���& よ

り入手したものを9��#��9���	9���	�9<	���$��#��
��においてある。

��"�"� データフレームの作成

まず作業を行なうディレクトリに �
コマンドを用いて移動し、次のようにして、データをコピーする。� 	
��O���� �� 9��#��9���	9���	�9<	���$��#��
�� �


 �
このデータは各行が �つの値 %�列目が反応時間、�列目が教示の種類&から構成されている。教示の種類

は DSまたは SSのいずれかである。教示 DSはどのような図形が両眼の画像の融合によって生じるかを、言

語的にあらかじめ説明するかまたは全く説明なしであることを意味し、SSは言語的な説明と実際に図形に

よる説明の両者を行なったことを意味している。反応時間は、刺激図形 %ランダムドットステレオグラム&

が提示されてから、被験者が立体画像を認識するまでの時間である。� データの最初の �行を次に示す。� 	
3������� DS

���;;;;B DS

���
;;;; DS

�;������ DS

���3���� DS

���
 �
このデータを入力するには、�	
���をこのデイレクトリにおいて起動し次のように指示する。� 	
� <	���$ /� 6��
���5�� 0<	���$��#��
��0. 6���$�#�=DI((.

A ����$�#�=� 0��#�0.0�$��0!!


 �
ここで、<	���$という名称のデータフレームが作成される。各々の実験条件に対応するデータの件数を調

べるには、��5��を使う。以後で入力を簡単にするために、各々の実験条件の反応時間データを <	���$DS、

<	���$SSという名前のベクトルに保存する %データフレームのままの方が簡単な場合もあるので、必ず

しも必要な訳ではない&。ここで、<	���$Q�$��==0DS0は教示が DSであるレコード番号に対応する要素が

+-I)それ以外が :�(�)であるベクトルとなる。これを添字指定に用いることにより、DSに対応する反応

時間が取り出せる。� 	
� ��5�� <	���$Q�$��!

DS SS

3
 
4

�

� <	���$DS /� <	���$Q��#�7<	���$Q�$��==0DS08

� <	���$SS /� <	���$Q��#�7<	���$Q�$��==0SS08

 �

� �������
��による ��� のページにはデータ件数は �� となっているが、実際に表示されているデータは �� 件であった。

��



��"�"� 枝葉図

分布の特徴を簡単に把握するための関数として ���#が用意されている。これは��4�+%����&において枝

葉図 %'���	�).	 ��! , "�&と名付けられているグラフである。図 �では、教示が0DS0であるものについて枝

� 	
� ���������	
��


� � �� �����
 � ���

��������� � ���� ����

������� �	�
� �� �� � � �	�	
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 �
図 �C 枝葉図

葉図を描いている。ここで、出力されているのは簡単なヒストグラムである。反応時間の整数部分が図の左

側の見出しに描かれており、範囲に該当するデータの個数分の文字が、その行に並べて表示される。表示さ

れるのは小数点 �桁目の数値である。ほとんどの反応時間は ��秒以下であるが、中には ����秒かかるもの

もあり、正方向に裾が重いことが分かる。教示が0SS0であるものについても同様に、���# <	���$SS!、ま

たは直接���# <	���$Q��#�7<	���$Q�$�� == 0SS08!とすれば枝葉図が表示される。図の上部に @�
��$

と表示されているのは中位数 %メディアン&であり、V	�6�����とあるのは、第 �四分位数と第 �四分位数

である。

��"�"� ヒストグラム

グラフィックウィンドウを用いてヒストグラムを描くには、関数 ����を用いる。この関数を用いる前に

まず、H�� !または #���< !と入力し、描画用のウィンドウを表示する。既に描画用のウィンドウが表示

されている場合には、これは不要である。

��



次に �つの分布を比較するため、�画面に �つのグラフが表示されるよう、指定を行なう。関数 ��6は

画面表示の各種のオプションを設定するための関数である。#<6��=� �.�!は、画面を縦 �列、横 �列に

分割し、左上から右に順次描画することの指定である。左上から下方向に描画させる場合には、#<���と

指定する。

次の �行がヒストグラムの表示である。ここでば、横座標 %���#&、縦座標 %E��#&の範囲指定と、集計

のための区分点の指定 %56����&を明示的に指定しているが、これらは省略することも可能である。指定

で 56����=4> ����!とあるのは境界点を表す。4> ����!は �	
���の指定で �.4.��.���.4�の数列を

表す。� 	
� H�� !

� ��6 #<6��=� �.�!!

� ���� <	���$DS.���#=� �.4�!.E��#=� �.
�!.56����=4> ����!!

� ���� <	���$SS.���#=� �.4�!.E��#=� �.
�!.56����=4> ����!!
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図 �C ヒストグラム

��"�"� 箱ヒゲ図

ヒストグラムより単純で、分布を比較するために効果的な方法として箱ヒゲ図 %0"@, "�&がある %��4�+>����L

F"�* �) �� � �����&。これらの図 �の中心部分の箱は、データの ��パーセント点 %第 �四分位点&と ��パー

セント点 %第 �四分位点&の範囲を示し、その中の横線はメディアンを表す。また、箱の両端から点線が伸

びた先の線分は、ヒゲ %$��'4�#&と呼ばれる。これはデフォールトでは、四分位点から四分位点間距離の

���倍の長さをとり、その範囲内で一番外側のデータの位置を示す。ヒゲより外側については、通常は全て

のデータを表示する。これらの表示を検討することにより、データの大小、分布の広がり、歪み、最大・最

小などを視覚的に確認できる。これらの図はつぎのようにして表示した。

��



� 	
� 5������ <	���$DS.<	���$SS.$�#��=� 0DS0.0SS0!!

� 5������ ��� <	���$DS!.��� <	���$SS!.$�#��=� 0��� DS0.0��� SS0!!


 �
これらは、次のような命令によっても表示することができる。����は引数として指定されたデータの型

によって、適応的に機能を選択する関数であり、通常 �つの変数の散布図を表示するために用いられる。

ここでは、第 �引数に指定された <	���$Q�$��が離散値をとる変数 %�	
���の用語で要因 �#������と呼

ばれる&であるため、自動的に箱ヒゲ図が出力される。� 	
� ���� <	���$Q�$��.<	���$Q��#�!

� ���� <	���$Q�$��.��� <	���$Q��#�!!


 �
標準正規分布では、第３四分位点の値は、������であり、これに四分位点間の距離の ���倍を加えたヒ

ゲの位置は ������となる。この上側確率は ������%���� パーセント&であり、かなり小さい。より裾の重

い �分布では、対応する確率はより大きくなる。例えば、自由度 �の �分布では、第３四分位点は ������、

ヒゲの位置は ������であり、上側確率は ������である。更に自由度 �の �分布 %:����+分布&では、第３

四分位点は �、ヒゲの位置は �、上側確率は ������であり、�パーセントに近い。
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図 �C 両眼融合データの箱ヒゲ図 %左側：無変換、右側：対数&

��"�"	 分位点プロット

グラフによって分布の形を検討するための、もう一つの道具が分位点プロット �'(�����% ����� であ

る。分位点プロットのなかでしばしば利用されるものには、分布の正規性を検討するための正規確率プロッ

ト ����)������*�*����+ �����と、�つの分布の関係をみるための分位点�分位点プロット �'(�����%�
'(�����% ����, -�- �����とがある。

図 �の上 �つは、<	���$データ %DS条件&の反応時間を正規確率プロットによって表示したものである。

左は無変換のデータであり、右は対数変換後のデータを示している。正規確率プロットは、データの各点

について対応する下側確率を求め、その確率に対応する正規分布の分位点を横軸の値とし、データの値を

��



縦軸にプロットする。もし、データの分布が正規分布に従っているならば、プロットされた点はほぼ直線

上に並ぶはずである。左右の端で傾きが急になっているならば、これは正規分布に比べて裾の重い分布 %自

由度の小さい �分布がこれにあたる&であることを意味する。逆に傾きが緩やかなら、裾のつまった分布

%一様分布など&であることを示す。正規確率プロットに示した直線は関数 ����$�で表示したものであり、

これは第 �四分位点と第 �四分位点とを結んでいる。変換前のデータはかなり正の方向に裾が重くなって

いるが、対数変換すると正規分布に近くなっている。ただし、小さい方の分布の裾が短い。

図 �の下 �つのグラフは、DS条件のデータと SS 条件のデータを比較するための G	Gプロットである。

縦軸は先の正規確率プロットと同様にデータの分位点であるが、横軸も別のデータから求められた分位点

の値である。もし、�つのデータの分布が同一のものであるならば、表示される点はほぼ� D  の直線上

にあるはずである。また、一方の分布が他方の分布を �次式で変換したもの %定数倍B定数&であれば、ほ

ぼ直線上に点が表示されるはずである。左側は無変換のデータであり、右側は対数変換したもの同士を比

較している。表示してある直線は� D  を示す。対応する分位点同士を比較すると一貫して DSデータが

SSデータより大きな値を取っていることが分かる。G	Gプロットにおいては、�群のデータの個数が異な

る場合には、件数の少ない方に表示点を合わせ、もう �群の分位点は補間により推定した値を用いている。
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図 �C 正規確率プロットと分位点・分位点プロット

正規確率プロットを表示するには、関数 ��$�6#を用いる。また、��パーセント点と ��パーセント点を

結ぶ直線をプロットに追加するには、����$�を用いる。

分位点�分位点プロットを表示するには、������を用いる。また、資料の図 �下段に表示してある直線は

 D � であるが、これを表示するには �5��$� �.�!とする。�5��$� �>�!を実行すると直線  D �B ��

を画面に追加される。

��



� 	
� H�� !

H�� ! 2 画面の初期化を行なう。実行済みなら不要。

� ��6 #<6��=� �.�!! 2 �× �の表示を行なう。

� ��$�6# <	���$DS! 2 正規確率プロット

� ����$� <	���$DS! 2 �4�点と �4�点を結ぶ

DI(( 2 ����$�の戻り値  無視してよい!

� ��$�6# ��� <	���$DS!!

� ����$� ��� <	���$DS!!

DI((

� ������ <	���$SS.<	���$DS! 2分位点�分位点プロット

� �5��$� �.�! 2 U=H の直線を描き込む

� ������ ��� <	���$SS!.��� <	���$DS!! 2 対数変換して表示

� �5��$� �.�!

 �

��"�"� 位置の差の検定

�群および �群についての �検定および等分散を仮定しない3� ��の検定は、関数 ������で行なうこ

とができる。オプションの指定により、対になったデータの検定もできる。デフォールトの設定では、両

側の検定を行ない、差の ��M信頼区間を表示する。

これまでの検討からほぼ明らかだが、�つのデータは無変換では分散がかなり異なる。しかし、対数を

とることにより、正規性と等分散性の仮定は妥当なものとして扱える。G	Gプロットから明らかなように、

DS条件の反応時間が明らかに大きい。無変換のデータに直接 �検定を実行しても、有意とはならないが、

対数変換すると帰無仮説が棄却される。� 	
� ������ <	���$DS.<	���$SS!

���$
�6
 +�����#��� ��+���


���� <	���$DS �$
 <	���$SS

� = ��;
;4. 
< = ��. ��%��	� = ���4�� 2 4�水準では有意にはならない。

����6$���%� �E��������� �6	� 
�<<�6�$�� �$ #��$� �� $�� ��	�� �� �

;4 ��6��$� ��$<�
�$�� �$��6%���

����B�;
B
 ���;;��;;

��#��� ����#�����

#��$ �< � #��$ �< E

B�4��3�4 4�44�3�;
 �

��



� 	
� ������ <	���$DS.<	���$SS.%�6���	��=:! 2 C����の検定

C���� @�
�<��
 +�����#��� ��+���


���� <	���$DS �$
 <	���$SS

� = ���
B3. 
< = ����
;. ��%��	� = ���34
 2 今度は有意

����6$���%� �E��������� �6	� 
�<<�6�$�� �$ #��$� �� $�� ��	�� �� �

;4 ��6��$� ��$<�
�$�� �$��6%���

����3;
��� 4�;4
�3�
�

��#��� ����#�����

#��$ �< � #��$ �< E

B�4��3�4 4�44�3�;
 �� 	
� ������ ��� <	���$DS!.��� <	���$SS!! 2 対数をとる。

���$
�6
 +�����#��� ��+���


���� ��� <	���$DS! �$
 ��� <	���$SS!

� = ��
�;. 
< = ��. ��%��	� = ����
� 2 等分散の仮定のもとでも有意

����6$���%� �E��������� �6	� 
�<<�6�$�� �$ #��$� �� $�� ��	�� �� �

;4 ��6��$� ��$<�
�$�� �$��6%���

��������B; ��B��
3�
�

��#��� ����#�����

#��$ �< � #��$ �< E

��B����� ��
B;343
 �
� 群のデータの差を検出するためのもう一つの方法としては、ノンパラメトリック検定の一つである


�))	3� �"@")	3���)�+検定 %3� �"@")順位和検定、3� �"@") #�)4 '�� ��'�&がある。この検定は、�

群のデータを一緒にして小さい方から順位をふり、各群に割り当てられた順位の和を用いて検定を行なう。

順位の平均が �群で大きく異なれば差があるとみなす。関数 ���������� によって、�検定とほぼ同様に

検定を行なえる。デフォールトでは両側検定を行なう。この例では、�値は ������となっており、対数変

換した場合の � 検定による値と近い。この他に、比率の差の検定を行なうための �6�������などが利用で

きる。

��



� 	
� ����������� <	���$DS.<	���$SS!

C������$ 6�$���	# ����


���� <	���$DS �$
 <	���$SS

6�$���	# $�6#�� ��������� ���� ��66�����$ W = ������. ��%��	� = ������

����6$���%� �E��������� �6	� #	 �� $�� ��	�� �� �

C�6$�$� #��������

��$$�� ��#�	�� ����� ��%��	� ���� ���� �$� ����6�$���	# �. E. ����6$���%�.

�����. ��66���!


 �

��	� �変数の関連性

共分散および相関係数も求めることができる。関数%�6は、�つのベクトルを引数に与えると、それらの

共分散を計算する。計算される値は、�変数の分散の場合と同じく、不偏推定量

�

� � �

��

��

%

 � K
&%�
 � K�&

である。また、%�6の引数に行列を与えると、各列を変数とみなして分散共分散行列を求める。� 	
� �5� /� � �4.�3.�
.��.��!

� �5�

7�8 � � 
 3 4

� �5�

7�8 �4 �3 �
 �� ��

� %�6 �5�! 2 分散を求める。

7�8 ��4

� %�6 �5�!

7�8 ��4

� %�6 �5�.�5�! 2 共分散を求める。

7�8 ���4

� ��6 �5�.�5�! 2 相関係数を求める。

7�8 �� 2 この場合、完全に線形の関係にあるので ��になる。

 �
�つの連続変数の関連を検討するための、一番基本的な方法は散布図 %'�����# , "�&を描くことであるが、

これは関数 ����によって可能である。

��	� データセット  %&' �(

�	
���には各種の関数の他に、サンプルデータが始めから用意されている。��$���Eという名のオブ

ジェクトは、サンプルデータの一つであり、2�3��")* �+ ;��< による被雇用者数と /�
等のデータであ

��



る。内容についての解説は ���� ��$���E!でみることができる。��$���E�Eは ����年から ����年まで

の被雇用者数であり、��$���E��は /�
デフレータ等 �つの指標を含む。

��$���E��または ��$���E�Eと�	
���のなかで指定するとデータの内容をみることができる。��$���E��

は �個の変数 %列&を含む ��行のデータである。���6�5	��� ��$���E��!と指定すると、データのサイ

ズ、行や列の名前などが表示される。

��	� 相関係数の検定

関数��6は相関係数 %ピアソン積率相関係数&

�"1%
� �&�
1�#%
&1�#%�&

D

��

��%

 � K
&%�
 � K�&���


��%

 � K
&�
��


��%�
 � K�&�

を与える。また��6の引数が行列であると、各列を変数とみなし、それらの間の相関係数からなる行列 %相

関行列&をつくり出す。上に述べた関数 %�6 も、引数が行列の場合には分散共分散行列が結果となる。

また、%�6>��6ともに、一つの引数がベクトルであり、他方が� 列の行列であるとすると、前者と後者

の各列の間の共分散または相関行列を求める。結果は長さ�のベクトルになる。� 	
��6 ��$���E�E. ��$���E��7.�8! 2 被雇用者数と XDY ��$��E��の１列目!

2 の相関

��6 �5�$
 ��$���E��. ��$���E�E!! 2 �× � の相関行列。両者を �5�$
であ

2 わせ �列をもつ行列を引数とする。

%�6 ��$���E��. ��$���E�E! 2 �× � の共分散行列

 �
ピアソン積率相関係数は ��6�����によっても求められる。こちらは統計的検定のための、各種の情報

が出力される。� 	
� ��6����� ��$���E��7.�8.��$���E��7.�8!

Y��6��$1� �6�
	���#�#�$� ��66������$


���� ��$���E��7. �8 �$
 ��$���E��7. �8

� = �B����B. 
< = �3. ��%��	� = � 2 検定のための統計量

����6$���%� �E��������� �6	� ���< �� $�� ��	�� �� �

��#��� ����#�����

��6

��;;�4B;� 2 これが積率相関係数の値

 �

��	� 
)��*��&の順位相関係数と+�&,�  の �!タウ"

�,��#��)の順位相関係数と -�).�  の � を求めるには、��6�����を用いる。#����
=0�0と指定する

と �,��#��)の順位相関係数を求め、#����
=0�0と指定すると -�).�  の順位相関係数 %�&を求める。

�,��#��)の順位相関係数は、観測された �変量 

� �
� %
 D �� ���� �&をそれぞれ変数ごとに順位に変換

した上で 
��#'")積率相関係数を計算する。また、-�).�  の � は同一変数でのサンプル間の�%� � �&��

個の対>%

� 
�&� %�
� ��&� %
 � �&を考え、これらの �つの対が同順であるものと逆順であるものの個数を数

��



える。順対の個数を � とし、逆対の個数を !とおく。ここで、もし同順位があればそれらはいずれにも

数えない。�

�における同順位の対の個数を ��、��
�における同順位の対の個数を �� とする。-�).�  

の �%より正確には ��&はつぎの式で定義される。

�� D
� �!���%� � �&��� �����%� � �&��� ���

%��&

�,��#��)の順位相関係数も -�).�  の � も、�つの変数においてデータが完全に単調増加の関係にあ

れば B�であり、逆に単調減少の関係であれば ��となる。いずれも値は ;���B�<の範囲にあり、独立で

あれば �について対称に分布する。以下に各々の利用例を示す。� 	
� ��6����� ��$���E��7.�8.��$���E��7.�8.#����
=0�0!

����6#�$1� 6�$� ��66������$


���� ��$���E��7. �8 �$
 ��$���E��7. �8

$�6#���O = 
�B44;. ��%��	� = ����3 2 正規近似値と �値

����6$���%� �E��������� �6	� 6�� �� $�� ��	�� �� �

��#��� ����#�����

6��

��;;��4BB 2 ����6#�$ の 順位相関係数

� ��6����� ��$���E��7.�8.��$���E��7.�8.#����
=0�0!
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��#��� ����#�����
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 2 R�$
��� のタウ

 �

��	� �値変数の関連性

連続変数間の相関係数の検定と同様に、�値変数間の関連を調べるための関数も、幾つか用意されている。

�次元分割表の独立性の検定に多用されるカイ �乗検定 ��� �%��� は、関数 ����������で行なえる。ま

た、データの頻度が少ない場合に用いられる .��$%�の正確検定 �.��$%�/� %0��� �%���は <����6�����

によって計算できる。

関数 ����������を用いて �元分割表の独立性の検定を行なうには、つぎのように分割表を行列として、

引数に直接指定すればよい。�� �表の検定については、N���'の連続補正と呼ばれる修正をデフォールト

指定で行なっている。

��



� 	
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 �
また、�と Eをそれぞれ離散値を持つ同じ長さの変数 %<����6または ������6E&とすると、次のように

集計する以前のデータを直接引数とすることもできる。� 	
� ���������� �.E!


 �
7�'��#の正確検定は、�� �表の独立性の検定に、"�と同様の目的で利用される。但し、"�検定が漸近

的な統計量の性質を用いているため、セルのデータの頻度が少ないとき %最小のセルの頻度が �以下では

問題があるといわれている&には適用できない。周辺度数が固定された �� �表において、行と列とが独立

ならば ��� の値は、超幾何分布 �$+�%��%�)%���� !�����*(�����という確率分布に正確に従う。この性

質を用いた検定が、7�'��#の正確検定と呼ばれるものである。この方法は関数 <����6�����で行なえる。

データの指定方法は ����������と同様である。また、結果は両側検定で与えられる。� 	
� <����6����� 65�$
 � 
.�!.� �.
!!!

:����61� ����� ����


���� 65�$
 � 
. �!. � �. 
!!

��%��	� = ��3B4�

����6$���%� �E��������� ������
�



 �

�� 確率分布と乱数

��	� �項分布


5�$�#という関数で �項分布の確率を求めることができる。�項分布 � � �
�%�� �& とするとき、�

が値�をとる確率は


#%� D �& D

�
�

�

�
��%�� �&���

で与えられる。この値は 
5�$�# �.�.�!で得られる。以下は � D �� � D ���の例である。

��



� 	
� 
5�$�# �.
.��4!

7�8 ����4

� 
5�$�# �.
.��4!

7�8 ��
�4

� 
5�$�# �.
.��4!

7�8 ��
�4

� 
5�$�# 
.
.��4!

7�8 ����4

 �
�5�$�#は累積確率 
#%� 
 �&を与える。� 	
� �5�$�# �.
.��4!

7�8 ����4

� �5�$�# �.
.��4!

7�8 ��4

� �5�$�# �.
.��4!

7�8 ��B�4

� �5�$�# 
.
.��4!

7�8 �

 �
�に �から ��の数列を用意する。つぎの様に指定すると、5は 
5�$�# �.��.��4!> 
5�$�# �.��.��4!>

���> 
5�$�# ��.��.��4! の値を含む長さ ��のベクトルになる。この �項分布の形をグラフで確認する。

����命令で�E��=0�0を指定すると、アスタリスクではなく、垂直方向の直線でデータを表示する。� 	
� � /� ���� 2 �～��の数列をつくる。

� 5 /� 
5�$�# �.��.��4! 2 �項分布 T�$ ��.��4! の値を �=�～�� について

� 2 得る。

� 5

7�8 �����;��4��4 ����;��4��4� ���3
;34
��4 ������B�4��� ����4��B��4�

7�8 ���3��;
�4�� ����4��B��4� ������B�4��� ���3
;34
��4 ����;��4��4�

7��8 �����;��4��4

� H�� !

� ���� �.5!

� ���� �.5.�E��=0�0!


 �
�5�$�#%�>�>�&は �項分布 �
�%�� �&の確率 � に対応する分位点 %O��)�� �&を与える。すなわち 
#%� 


�& 
 �となる最小の 
� を与える。

課題

�と �をいろいろに変化させて、確率分布の形を確認する。

��	� �項分布乱数

�	
���の関数 65�$�# �.�.�!を指定すると �
�%�� �&に従う乱数が � 個得られる。

��



� 	
� 65�$�# ��.
.��4!

7�8 � � � � � � � � � �

� 65�$�# ��.
.��4!

7�8 � � � � 
 � � � � 


 �
乱数なので、� 回目と � 回目で値が異なる。同一の乱数系列が必要な場合には、乱数を生成する前に

�������
 �!によって乱数系列の初期値を指定する。ここで �は �から ����までの間の整数である。

課題

�項分布 �
�%�� �&は、理論的には平均 ��、分散 ��%�� �&を持つ。実際に乱数を ���個程度生成し、そ

れらの平均と分散を計算してみなさい。

��	� ポアソン !
%�##%&"分布

�項分布において � � �の値を一定に保ちながら、�の値を次第に大きくしてみると、分布の形が次第

に一定に近づいてゆくのがわかる。� 	
� � & ���� 2 � に �～��の数列を代入

� ���� �.
5�$�# �.��.��
!! 2 T�$ ��.��
! ���� $=��.�=��
 の �項分布

� ���� �.
5�$�# �.���.���
!! 2 T�$ ���.���
! $× � は同じ

� ���� �.
5�$�# �.���.����4!! 2 T�$ ���.����4!


 �
この極限分布 %分布の形が近付く先&をポアソン %
"�''")&分布と呼び、#$%�&と表記する。ここで � D ���

にあたる。ポアソン分布の平均は �であり、分散も �である。また、確率は


#%� D 
& D
��


E
	��

であらわされる。ここで 	は自然対数の底 �������� である。�	
���の関数 
���� 
.�! は母数 �を持

つポアソン分布の 
における確率を与える。����� 
.�! は累積確率をあたえ、����� �.�! は確率 �に

対応する分位点を与える。また、6���� �.�!はポアソン分布に従う乱数を �個生成する。

課題

�
�%�� �&と #$%�� �&の確率の違いを、
 D �� ���� � について求めなさい。その差の最大はどの程度かP

つぎのようにすると、�
�%���� ����& と #$%�& の確率値の違いがベクトル
�<<�として求められる。


�<<� /� 
5�$�# �����.���.���
! � 
���� �����.
!

��	� 正規分布

�項分布において平均を �>分散を �と基準化してみる。�
�%�� �&の平均は、���である。分散は ��%���&

なので、標準偏差は
�
��%�� �&となる。� � �
�%�� �&とし、

% � � � ���
��%�� �&

��



とおくと、これは平均 �>分散 �である。�が大きくなると % の分布は一定の形に近付いていく。この分布

を標準正規分布 �%�� �& と呼ぶ。標準というのは、平均 �、分散 �という意味である。% が標準正規分布

に従うとする。 D &% B 'のとき、 は平均 '>分散 &� の正規分布 �%'� &�&に従うという。

正規分布 �%'� &�&の確率密度関数は

�%�& D
��

�(&�
	�����	

�����

で与えられる。この式を区間 %��� ��<で積分すると、
#%�� �  
 ��& が得られる。

�	
���の関数 
$�6# �.'.&! は平均 '>標準偏差 &%分散ではないことに注意&の正規分布�%'� &�&の

確率密度関数の値である。また、�$�6# �.'.&!は累積確率 
#% 
 �&を与える。�$�6# �.'.&!は確率

�に対応する分位点を与え、また 6$�6# �.'.&!は�%'� &�&に従う乱数を �個生成する。

課題

� を �
�%���� ���&に基づく確率変数とする。� の確率 ����に対応する分位点を求める %�5�$�#を使

う&。 平均 �� D ���� ���> 標準偏差
�

�� D
�

���� ���� ���の正規分布の確率 ���� に対応する分位点と

比較してみなさい。平方根を求めるには関数 ��6�を使う。また、他の確率に対応する分位点の比較も試

みよ。

��	� 一様分布

一番単純な連続分布である一様分布 %�)�!"#� .�'�#�0���")&についても、上記の分布と同様に各種の関数

が利用できる。一様乱数の生成は 6	$�< �!で行なう。ここで �は生成すべき乱数の個数である。乱数の

範囲は標準では %�� �&区間である。

課題

� � �区間の値をとる一様乱数 �個からなる対を �組生成する。各乱数の対を %)
� *
&とし、このうち

)�
 B *�
 � �である対の個数を�とする。�が十分大きければ ����は円周率 (を近似するばずである %な

ぜか？&。実際に一様乱数を生成して確認しなさい。円周率は ��という名前で �	
���で利用できる。

�
 統計モデルの推定

��	� ロジスティック回帰

ロジスティック回帰は �値をとる従属変数の平均構造を、幾つかの説明変数の線形和によって説明しよ

うとするものである。

線形の回帰分析は、説明変数� D %��� ���� ��&を固定した場合の  の平均を次のような式で表す。

+% 	�& D '� D ,� B ,��� B � � �B ,��� %��&

さらに、 は '� を平均とする正規分布 �%'�� &
�&に独立に従うと仮定している。

ロジスティック回帰は、上の式における次の �点を変更したものである。まず、説明変数� を固定した

際、被説明変数  は �項分布 �
�%��� (�&に独立に従うとする。さらに (� D +% 	�&が、つぎのよう

な式で表されると仮定する。

 "*��%(� & D  "*
(�

�� (�
D -� D ,� B ,��� B � � �B ,��� %��&

��



上の式は、ロジット % "*��&変換と呼ばれる。一方、 "* ��
����

D -� の逆関数は、

(� D
�@,%-�&

� B �@,%-� &
%��&

となる。これはロジスティック ����������関数と呼ばれる。-� の値が ��から B�まで変化するとき、
(� は単調に �から �まで変化する。

次に問題になるのは、どのような方法で ,�� ,�� ���� ,� の値を推定するかである。現在、最も一般的な推

定方法は最尤法 �)�0�)() ��1%��$��! )%�$�!�と呼ばれるものである。これは、観測されたデータを

最も生成する可能性の大きいと思われるモデルを、ある種の確率論的な基準によって推定しようとするも

のである。

ここでは、ロジスティック回帰による簡単な分析例を示す。

��	� 多重分割表の入力

表 �に示す多重分割表データの分析を考える。これは洗剤の利用についての選好データであり、:"@ ?

�)�  %����&の表 ��� より引用した。オリジナルの分析は 9��' ? ����� %����&による。各被験者は、新

製品 �を標準品
と比較し、いずれを好むかを回答する。表中  � は、該当する条件において�を選好し

た人数であり、�� �  � 人が
を選好している。

表 �C 洗剤の選好データ % :"@ ? �)�  >����>��0 � ��� &

水の硬度 
使用未経験 
使用経験

水温 水温

低 高 低 高

硬  � �� �� �� ��

�� ��� �� �� ��

中  � �� �� �� ��

�� ��� �� ��� ��

軟  � �� �� �� ��

�� ��� �� ��� ��

このデータを入力するには、テキストファイルに条件のコードと数値を記入して、6��
���5��などの

機能を用いることもできるが、ここではベクトルを直接指定する方法を示す。

��
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 �
ここで用いられている関数 6��は、第 �引数に指定されたオブジェクトを、第 �引数に指定された回数繰

り返してベクトルを生成する。

この命令を実行すると、データフレーム '���$���(の内容はつぎのようになる。� 	
� '���$���(

E�� ����� ����6 ��#� 	��

� �B ��� N�6
 (�� D�$I��6

� 3� �� N�6
 N��� D�$I��6


 
� B; N�6
 (�� I��6

3 �3 �� N�6
 N��� I��6

4 �� ��� @�
�	# (�� D�$I��6

� 

 4� @�
�	# N��� D�$I��6

� 3� ��� @�
�	# (�� I��6

B �
 �� @�
�	# N��� I��6

; �
 ��� ��<� (�� D�$I��6

�� �; 4� ��<� N��� D�$I��6

�� 4� ��� ��<� (�� I��6

�� �; 3B ��<� N��� I��6


 �
上の例では ����6のカテゴリーは入力順に N�6
.@�
�	#.��<�となっており問題ないが、一般には �	


���での内部表現での順番とカテゴリーが本来持つべき順番が等しいとは限らない。カテゴリーの順を

明示的に指定するには、例えば� 	
� '���$���(Q����6 /�

�6
�6�
 '���$���(Q����6.� 0��<�0.0@�
�	#0.0N�6
0!!

 �
のように、関数 �6
�6�
を用いて指定できる %上の例では、カテゴリーの内部表現が逆順になる&。

��	� ロジスティック回帰の推定

次のように関数 ��#を用いてロジスティック回帰を行なえる。��#は一般化線形モデルとよばれるより

一般的な統計モデル % 線形の重回帰、分散分析、対数線形モデルを特殊ケースとして含む&の推測のため

の関数である。分布族の指定 %<�#��E&を �項分布とし、リンク関数と呼ばれる指定をロジット関数にする

��



と %以下の分析では、分布族を �項分布に指定すると、リンク関数は特に指定しない限りロジット関数に

自動的に設定されている&ロジスティック回帰になる。� 	
� '�(����� /� ��# E��9����� Z ����6 A ��#� A 	��.

A <�#��E = 5�$�#���. 
��� = '���$���(. ������� = �����!


 �
関数 ��#の中で最初の引数はモデル式の定義である。ここでは、E��の回答比率を被説明変数とし、それを

水質 %����6&> 水温 %��#�&、利用経験 %	��&の主効果によって説明しようとしている。<�#��E=5�$�#���

は、確率モデルの分布族の指定であり、ここでは �項分布を意味している。
���は分析対象となるデータ

フレームの指定、また ������は重みの指定である。ここでは、E��または $�の �値をとる回答が �����

に示される回数繰り返されているので、このように指定する。

線形の回帰モデルを指定するには、��#において <�#��E=��	����$と指定するか、または関数 �#を用

いる。また、説明変数に交互作用項を含める場合には �����などのように�によって離散値をとる変数をモ

デル式に含める。また ��>��のように表記すると、主効果と交互作用項の両者を同時に含める。�	
���

での関数 ��#は ���の/5�
86プロシジャにほぼ相当するものであり、���の/�
は �	
��� の �#

に相当する。

実行結果の概略は �	##�6Eという関数で表示される。�	
���ではカテゴリーの表示が ���と比べて

親切ではなく、若干結果を読みとりづらい。����6�とあるのは、����6の �	
���によって生成された第

�対比を意味する。これは� 	
� ��$�6���� '���$���(Q����6!

7.�8 7.�8

N�6
 �� ��

@�
�	# � ��

��<� � �
 �
の様に確認することができる。つまり、����6�は@�
�	#�N�6
に相当し、また����6�は�N�6
�@	
�	#A���<�

に相当する。��#�と 	��についても同様に確認すると、� 	
� ��$�6���� '���$���(Q��#�!

7.�8

N��� ��

(�� �

� ��$�6���� '���$���(Q	��!

7.�8

D�$I��6 ��

I��6 �

�
 �
となっていることが分かる。%�類似のフリーソフト 9	�����では、���などと同様のデザイン行列が指定

されるようになっている。&

��
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また、各変数のモデルへの寄与を調べたい場合には、関数 �$�%�を用いて表示を行なえる。表示されて

いる 6�1��)�� は、モデルに逐次的に変数 %要因&を加えた場合の尤度の変化量（より正確には対数尤度の

�倍の変化量）である。���の /5�
86プロシジャにおける �+,��の統計量と同等のものである。
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モデルによって得られた推定値 -� と H(� とは、それぞれ �6�
���および <����
によって得られる。� 	
� �6�
��� '�(�����!
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第 ��部

作図と印刷

�� ����	�による作図

�	
��� でグラフィックを出力する場合には、あらかじめ作図機器を指定しなければならない。作図機

器は、どのようなデバイスに出力するか %画面に表示する、プリンタへ出力する、等&によってさまざまな

指定ができる。この指定は、一度行えば �	
��� を終了するか、あるいは別の機器を指定しなおすまで有

効である。

��	� 画面に表示する

センターの端末パソコンを使用している場合、既に使っているように ���デバイスまたは�"!��!デバイ

スが使用できる。� 	
� H�� !

 �
とすれば、グラフィック表示用のウインドウが開く。同様なものに、#���< がある。

� #���< !

とすればウインドウが開く。H�� よりも #���<の方が機能が高いのでお勧めである、と H��のオンライン

ヘルプには書かれている。

また、ネットワーク経由でセンターを利用している場合などで、� 3�)."$ �+'���環境が使えない場

合には、�6�$��6デバイスを指定すると、文字だけを用いた疑似グラフィックを表示してくれる。� 	
� �6�$��6 !


 �
として使う。

��	� プリンタへ印刷する

プリンタへ印刷するには、グラフィック用のウィンドウで対話的に印刷を指示するか、
"'���#�,� デバ

イスを指定して 
"'���#�,�ファイル %後述&を作成し、それをプリンタへ送る。

対話的な方法は次のようなものである。���命令で表示されたグラフィック表示用のウィンドウの上部

に、 
"'���#�,� 
#�)� :"��)). と表示されている部分があり、初期状態では ��となっている。そこを ��

�
�������などと変更する。ここで、�������は実習室にある
"'���#�,�プリンタの識別名である。この状

態で、左上部にある 
#�)� /#�,� と表示されている部分をマウスでクリックすると、表示されている画面

がプリンタに印刷される。直接印刷せずに 
"'���#�,�ファイルとして保存する場合には、
"'���#�,� 
#�)�

:"���).の部分に ��� � ファイル名と指定すればよい。
 また、グラフィックウィンドウのメニューに

Y6�$� ,6��$�����$とあるのは、印刷時の用紙の向きの指定である。(�$
�����は用紙を横長の画面と

して使うことの指定であり、マウスでクリックすると Y�6�6���%縦長&に変更できる。�5�に取り込んで

利用する場合には、Y�6�6���に指定する。

� ただし、�������������� などの名称を持つファイルも作成されてしまう。これらのファイルの内容は同一である。また、ファ
イル名の番号部分は、一意的なファイル名を指定するよう逐次自動的に増加する。

��



もう一つの方法は、デバイス名を明示的に指定するものである。� 	
� ������6��� 0�<������0.��6�O�$���=:.���O�=�.E��O�=�!


 �
上のように指定し、描画関数 %����など&を実行すると、ファイル �<������に 
"'���#�,�コードが保存

される。ここで、��6�O�$���=:は、用紙を縦長（ポートレート）に使うことと指定である。ワードプロ

セッサ等に出力結果を取り込む場合にはポートレート方向が使いやすい場合が多い。横長（ランドスケー

プ）を指定する場合には ��6�O�$���=+とする。���O�と E��O� は描画領域の大きさの指定 %インチ&で

ある。大きさを特に指定しないと、用紙全体に描画される。作成した 
"'���#�,�ファイルをプリンタへ送

る方法は後述する。

なお、
"'���#�,� を作図機器指定した場合、実際にファイル内容が出力されるのは、その後他の作図機

器を指定し直すか、�6��������<< ! を入力するか、�	
��� を終了した時点である。�6��������<< !

は、H�� ! や #���< ! で開いたウインドウを閉じるためにも使用できる。

��	� 作図機器を変えると図も異なる

作図機器の指定を変更すると、出力するグラフの細かなところが異なることがある。��� 上でグラフを

作成して確認し、満足できる結果が得られたので 
"'���#�,� を指定して印刷してみると、少し違った出力

になる。もっとも、グラフの内容 %分析の結果&が異なるわけではなく、図や文字の大きさ、点をプロット

するシンボル等が異なるだけであるが。

�� 	��� の印刷環境と ����������

��	� 
%#�
�*�)�

センターの����環境では����������プリンタを使用している。これは、印刷すべき内容を ����������

言語という一種のプログラム言語で受け付け、それを解釈して印刷イメージを作成する。
"'���#�,�は�."0�

�+'���' という会社が提案した印刷用の命令の体系であり、現在コンピュータで印刷物を作る場合に広く

用いられている。文字のみでなく、線画やハーフトーンの表現までの極めて高度な表現能力を持っている。

����ワークステーション上で文書を作成する場合には、�5�と呼ばれる文書印刷のプログラム %ワー

プロのようなもの&を利用することができる。�5�は文書中に印刷方法の命令を埋め込んだファイルから、

6=�形式と呼ばれる印刷命令を生成する。これを
%����という命令で 
"'���#�,�に変換するとプリンタ

で印刷することができる。�5�は多くのフリーソフトウェアのマニュアルや数物系の論文を作成するため

に用いられている。�	
���の 
"'���#�,�出力は、5)��,'� ���. 
"'���#�,�ファイル %5
�7&と呼ばれる

形式を取っており、�5�や他のワードプロセッサに取り込みやすくなっている。


"'���#�,�言語を記述したファイルを普通 
"'���#�,�ファイル %以後 
� ファイルと略記&と呼ぶ。
�

ファイルはテキストファイルなので、人間も読むことができる。�	
��� で適当な 
� ファイルを出力し、

中身をのぞいてみよう。もっとも、大抵の人はその内容を理解することはできないが、それが 
� ファイ

ルであるかどうかを見分けることくらいはすぐにできるようになる。

��
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 �
等として、
� ファイルが作成されたことを確認してみよう。


�ファイルは一般にサイズが大きいので、たまって来るとディスク容量をかなり消費する。印刷が終る

と多くの場合 
� ファイルは必要なくなるので、その場合には忘れず削除すること。後に再利用する予定

があるならば解りやすいファイル名をつけて保存しておこう。

��	� 
�
��
 から以外の印刷にも 

 ファイル

テキストファイルを印刷する場合には、

� ���� ����<��� F �� �
�������

のような命令を使用するが、実はここでも ���� 命令でテキストファイルを 
"'���#�,� 言語に変換してか

ら、プリンタへ送っている。適当なテキストファイルを指定して、

� ���� ����<��� F ����

のようにすれば、���� 命令でどのような 
"'���#��, プログラムが出力されているかを画面上で見ること

ができる。

また、���� 上の多くのプログラムで 
� ファイルを作成することができる。

��	� 計算経過の保存

�	
���を実行中に� 	
� ��$� 0ファイル名0!

 �
と入力すると、これ以降は �	
���の出力は画面の代わりに、指定されたファイルに書き込まれる。ただ

し、利用者が入力した部分はファイルには記録されない。� 	
� ��$� !

 �
と指定すると、画面に表示されるように戻る。ベクトルの内容のみを出力するには� 	
� ��� オブジェクト名.<���=0ファイル名0!

 �
とすればよい。指定されたオブジェクトの内容がファイルに書き出される。ただし、見出しなどは省略さ

れる。

他には、

�� �� �のなかで ����のシェルプログラムを起動し、そこで �	
���を起動する。

�� � 3�)."$ �+'���のカット・アンド・ペースト機能を用いて、画面に表示されている内容をエディ

タ %�� �&を用いてファイルに保存する。

��



という �つの方法が考えられる。

ここでは後者について説明する。

�� �	
���を起動する前にコマンドモードで #	�� ? と命令を入力し、�� �のウィンドウを起動し

ておく。このウインドウにマウスを移動し、左ボタンを押すと、枠の部分が灰色から緑に変更され、

命令を入力することができるようになる。

�� �� � のメニュー 7� � を選び、さらに 8,�) 7� � を選ぶ。最下段で、ファイル名の入力を待つ状態

になるので、ここで計算経過を保存するファイル名を指定する。もし、不適切な操作を行なってし

まったなら、
�
�

�
�:�# B/ を押すとほとんどの場合は、文字を入力する通常の状態に戻る。

�� ここで、�� �は指定されたファイルの編集を行なっている状態になる。

�� 最初のウィンドウにマウスカーソルを戻し、左ボタンを押すと、枠が緑色に戻る。ファイルに保存し

たい部分の先頭にマウスカーソルを持って行く。そこで左ボタンを押したまま、保存したい部分の最

終部分にマウスカーソルを移動する。指定した部分は黒く反転しているはずである。

�� �� � のウィンドウにマウスカーソルを移動し、左ボタンを押すと �� �のウィンドウ枠が緑色にな

る。ここで、テキストを新たに入力するべき位置にキャラクタカーソルを矢印キーを用いて移動する。

�� マウスの左右のボタンを同時に押すと、黒く反転している部分が�� � のウィンドウの中に、コピー

される。このとき、�� �が日本語入力を行なう状態であるとうまくゆかないので、英数字入力状態

に戻しておく。

�� メニューで 7� � を選択し、さらに ��1� ��Q�# を選択すると内容が指定したファイルに書き込まれ

る。
�
�

�
�:�# B�
�
�

�
�:�# B� と押しても同様に書き込みが行なわれる。

�� メニューで 7� � を選択しさらに 5@�� 5���' を選択するか、
�
�

�
�:�# B��

�
�
�:�# B: と押すと、�� �が終了する。

これで、指定したファイルに計算経過の内容がテキストとして保存される。前述したように ����命令

を用いて、この内容を印刷することができる。

��	� 印刷の手続き


� プリンタへ 
� ファイルを送るには、�� 命令を用いる。次のようなコマンドを入力することにより、

グラフや文書の印刷が可能である。一般的には、他の����や ��)�@システムでは、��6 を用いる場合も

多いので、センター以外の環境では操作が異なる。� 	
� �� �
������� �<������


 �
ここで、�<������ は印刷する 
� ファイル名である。������� はプリンタの名前である。

��	� 印刷イメージを画面で確認する

紙を無駄に消費しないように、実際にプリンタへ出力する前に画面で印刷イメージを確認して、望む出力

が本当に得られることを確認するように習慣付けて欲しい。そのためには、�����%���%/�"'�'�#�,� 1��$�#&

を利用する。������%���および ��は 
"'���#�,� 言語を解釈してそのイメージを画面や非 
"'���#�,�プ

リンタに出力してくれるプログラムであり、無料で公開されている。 ����のコマンドモードで、

��
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 �
のように使用する。複数ページの出力がある場合にはメニューの 
�*� を指定する。プログラムを終了す

るには メニューで 7� � � G��� を指定するか、画面上で
�
�
�
�O と入力する。

�� �次元プロット

��	� データの表示

�次元の散布図を描くには ���� を使用する。

���� �. E!

のように使用する。ここで、� と E はそれぞれ @座標、+ 座標を与える数値ベクトルである。

次を実行せよ。

� �� /� � �.�.
.3!

� E� /� � �.
.�.4!

� ���� ��. E�!

�個の点がプロットされる。ここで、���� ��. E�! のかわりに、

� ���� ��. E�. �E��=0�0!

とすれば、�点が線で結ばれる。�E��=050 なら点と線、�E��=0�0 なら点と線の重ね書きとなる。

��	� 複数の折れ線の表示

一枚のグラフに、複数のデータの折れ線 %など&を重ねて表示するには、以下のいずれかの方法をとる。

�� まず最初に ����で �つのグラフをプロットする。つぎに関数 ��$��または ���$��を用いて、グラ

フ上に線分または点を重ね書きする。

�� 関数 #������を利用する。この関数は引数にベクトルだけでなく、行列を指定することができる。�

が長さ � のベクトルであり、Eが ���の行列であるとする。 #������ �.E.�E��=0�0.��E=��#!

と指定すると、�回 ����を繰り返し、重ね書きするのと同様の描画を行なう。�にも行列を指定す

ることが可能であり、この場合には �の列が順次描画に用いられる。また、描画の線種も各データ毎

に変化する %��Eの指定による&。

��$��、���$��と同様の機能を持つ #����$��、#�����$��も利用できる。描画の詳細を指定のためのオ

プションである �E��、��E、���、���などについては、��$��のオンラインマニュアルを参照せよ。

��	� 棒グラフと円グラフ

棒グラフを表示するには 5�6����、円グラフを表示するには ���を用いる。

��



�� 矢印や文字を書き込む

���� で描いた図に、矢印を書き込むには、�66��� を使用する。使い方は既に述べたが、�66��� ��.

��. ��. ��! のようにする。この時、座標  ��. ��! から座標  ��. ��! に向かう矢印が描かれる。

プロットに文字を書き込むには、���� を用いる。���� �. E. O! のように使用する。�. E は文字を描

く @> + 座標を与える数値ベクトル、O はその場所に描く文字列を与える文字列ベクトルである。O を省略

すると、�から順に番号が書き込まれる。

なお、�66��� や ���� は、あらかじめ ���� で図を描いておかなければ使用できない。

�� � 次元以上のプロット

��	� )�*#)

��6�� は、�次元の鳥瞰図 %,�#',����1� , "�& を描く。� 	
� ��6�� �.E.O!


 �
ここで、@> + は数値ベクトル、R は行列である。@> + で定められる等間隔のグリッド上に R がプロットさ

れる。

例えば、つぎのように指定すると平面が表示される。� 	
� �� /� � �.�.
.3!

� E� /� � �.�.
.3!

� O� /� #��6�� � �.�.
.3.�.
.3.4.
.3.4.�.3.4.�.�!.3.3!

� H�� ! 2 指定済みならば不要。

� ��6�� ��.E�.O�!


 �
また、� 	
� �
 & ��4�94�>�>��

� E
 & ��4�94�>�>��

� O
 & #��6�� �
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.4�.4�.5E6��=+!
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!!
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!!


 �
で、. D '�)%
 B �& と . D �"'%
 B �& %図 �& のグラフが描かれる。

��	� )��*#

関数 ��6��は多変量のデータを、�変量のペア毎にプロットする。

��
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図 �C �"'%@B+&の鳥瞰図
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� は行列で、各列が変量に対応する。
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 �
また、�	
��� のサンプルデータを用いて、つぎのように表示することもできる %図 �&。� 	
� ���6� ��$���E��!


 �

��	� #)�&

人間は、�次元のプロットを認識できる。しかし、それを画面や紙上に表示するには、�次元空間を �次

元平面に投射しなければならない。そうすると、�次元空間の把握が困難になるが、図を回転させる %視点

を移動させる&ことにより、配置が認識しやすくなる。

���$ は、�変量のデータをプロットし、その図を回転することができる。一般的につぎのように関数を

利用する。

��
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図 �C  ")* �+�@の多変量散布図
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 �
ここで � は行列であり、各列が変量に対応する。上に示したデータを表示するには、� 	
� ���$ #�!


 �
とすればよい。マウスを使って、図を回転させることができる。また、多数の変量のうちどの �変量を選

んでプロットするかを変えることもできる。

課題

�	
��� のサンプルデータを用いて、���$ ��$���E��!も試みよ。

��	� 条件付きプロット

関数 ������は層別の散布図を表示するためのものである。つぎの例は、��6という名の �	
���に付

属のサンプルデータフレームに ������を適用した例である %図 �&。

データフレーム ��6はオゾンについての ��$ N"#4市で観測された環境データである。�O�$�は地表で

のオゾン濃度 %


&、6�
�����$は日光照射量、��#��6�	6�は気温 %華氏&、��$
は風速 %毎時マイル&

を示す。� 	
� $�#�� ��6!

7�8 0�O�$�0 06�
�����$0 0��#��6��	6�0 0��$
0 2 ��6の変数名

� 
�# ��6!

7�8 ��� 3 2 ���サンプル  行!、3変数  列!である。

� ������ �O�$� Z 6�
�����$F��#��6��	6�>��$
. 
���=��6!
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��



分割された画面の各部分は、気温と風速について層別した %サンプルを限定した&データの、オゾン濃度

と日光照射の関係を示す散布図である。サンプルがどの範囲に限定されているかは、画面の上端と右端のグ

ラフが示している。������の最初の引数�O�$� Z 6�
�����$F��#��6��	6�>��$
は、�O�$�を縦軸に、

6�
�����$を横軸にした散布図を、��#��6��	6�と ��$
について条件づけて表示することを意味する。

縦棒Fの右に変数を一つだけ指定すると、条件は �つの変数についてのみとなる。このとき、グラフの表

示順は、条件づける変数について一番小さな値の範囲にあたるものが、左下に描かれる。順に右側に進行

し、その次は下から �段目に移り左側から順に割り当てられる。
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図 �C 条件付きプロット %�分割&

次は条件の範囲を利用者が指定した例である。��%�$以下が限定する範囲を指定している。関数 ����は

複数のオブジェクトをリストと呼ばれる構造にまとめるためのものである。また、関数 ����$��6%���は

指定されたデータから ������表示のための範囲を求める関数である。最初の引数に指定されたデータの

値の範囲を区分する区間を � � �の行列として与える。最初の列は区間の開始点、�列目は区間の終了点

である。�は区間の数であり、����$��6%���の �番目の引数として与えられる。また、�番目の引数は、

隣接する区間が、どれだけ重複するかを指定する。� 	
� ������ �O�$� Z6�
�����$F��#��6��	6�>��$
.

��%�$=���� ��#��6��	6�=����$��6%��� ��6Q��#��6��	6�.3.��4!.

��$
=����$��6%��� ��6Q��$
.3.��4!!. 
���=��6!
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図 �C 条件付きプロット %�分割&
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��	� �-%.�

�/"0�は対話的な �次元グラフィック表示機能をもつデータ解析のためのソフトウェアである。単体の

プログラムとしても利用できるし、�	
���から関数として呼び出すことも可能である。まず、�	
���か

ら呼び出すためには、次のような手順をとる。

�� �	
���を起動する。

�� つぎのように入力する。

� ��	6�� 09��#��9���	9���3��9���5�9�<	$����$0!

これで、関数 ���5�が利用可能になる。

�� �/"0�を実行するには、

� ���5� 多変量のデータオブジェクト !

と指定すればよい。���5� ��6!と入力すれば、先の大気データが表示される。

�� �/"0�が起動された状態では、�次元の散布図が表示されている。表示する変数を変更するには、�

軸については、右側の変数名が列挙されている部分にマウスを移動し円の上で左クリックする。N軸

を変更するには、左右のボタンを同時にクリックする。

�� �次元の回転表示を行なうには、画面上側のメニュー部分で -����� を選ぶ。画面が回転している状

態で、表示されている青色の部分にマウスカーソルを移動し、左ボタンを押したままの状態でマウス

を移動すると、表示を好みの方向に回転させることができる。

�� メニューから *
�$��<E を左クリックして選択し、表示データの上にマウスを移動すると、該当す

るデータの識別記号 %��6例では番号& が画面上に表示される。記号が表示されている状態で、左ク

リックすると記号が画面上に固定して表示される。

�� 終了するには )��� を選択する。

�� その他の解説については、 N��� メニューを参照せよ。また、説明を参照したいメニュー上にカーソ

ルを移動し、右クリックすると説明が表示される。また、
"'���#�,�ファイルによるマニュアルは、

大津の研究室にある。

�	
���を用いないで �/"0�を起動するには、コマンドモードで

��O���� ���5� データファイル名

と入力すればよい。利用法の概要は #�$ ���5�で知ることができる。

つぎのように入力すると、アメリカ合衆国の都市データが表示される。

�O����� ���5� 9	�69�����9��59���5�9
���9������

ディレクトリ 9	�69�����9��59���5�9
���9には �/"0�用のサンプルデータが幾つかふくまれている。

同一のデータについて複数の �/"0�画面を表示させることは、�	
���の中からでは不可能であり、単

体のコマンドとして起動しなければならない。%メニューで *9, �� '��$� HX�5�と指定すると、画面が

複数表示され、サンプル毎の色や形の指定が連動する。&

��



�� グラフ作成の詳細指定

��6で、グラフ作成のさまざまな指定ができる。例えば、グラフを正方形の領域に描きたければ、��6 ��E=0�0!

とすればよい。また、文字をデフォルトの �倍の大きさで描きたいという場合には、 ��6 ���=�!とする。

また、�画面に複数のグラフを表示するには、#<6��または #<��� を用いる。 ��6 #<6��=� �.
!!と

指定すると、縦 �段横 �列にグラフを配置する。描画の順は、上左、上中、上右、下右、下中、下左とな

る。#<���を指定すると同様に �画面に複数のグラフを配置するが、描画順は、上左、下左、上中、���と

なる。

���� 等に直接指定できるオプションもある。

���#=� ��.��!. E��#=� E�.E�!

は、@ 軸、+ 軸の範囲をそれぞれ 7��.��8 と 7E�. E�8 に指定するオプションである。

� ���� ��� . ���#=� �.��!. E��#=� �.�!!

のように使用する。

その他に、図の大きさ、目盛の付け方、文字の描画方向、軸のタイトル、等々さまざまなオプションで、

きめ細かなグラフ作成指定ができる。詳しくは、��6 のオンラインヘルプか、参考書を見ること。

��



第�部

演習篇

�
 基本データ型

現状での殆どのコンピュータでは>つぎのような基本データ型を用いている．

� バイトC �0+��の文字または数値を表す．数値として利用する場合には � � ���または���� � ���の

いずれかの範囲である．:および :BBでは ���6および 	$���$�
 ���6という型が対応する�2�1�

では 5E�� がこれにあたる．�	
 �'では ���6����6という名称でバイト文字列を表現している．

� �バイト整数C �バイトの領域を用いて整数を表す．:および:BBの ���6� �$�および 2�1�の ���6�

型がこれにあたる．古い ��0��パソコン %
�	68�）の :言語などでは �$�型も �バイトであった．

範囲は ���� ��� � ��� ���．現在の 
:では �$�は �バイト整数を表す．

� �バイト整数C �バイトの領域を用いる整数．:>:BB>2�1�での�$�型はこれである．範囲は��� ���� ���� ����
�� ���� ���� ���%国家予算は表せない）．

� �バイト（単精度）浮動小数点C �バイトの領域を用いる浮動小数点．表現できる数の絶対値の範囲は

���� ����� � ���� ����．精度は有効数字 �桁（電卓より精度は悪い）．:>:BB>2�1�での <����型．

� �バイト（倍精度）浮動小数点C �バイトの領域を用いる浮動小数点．表現できる数の絶対値の範囲

は ���� ������ � ���� �����．精度は有効数字 ��桁．:>:BB>2�1�での 
�	5��型．

�	
 �'では基本的に数値は倍精度浮動小数点を用いて表されている�整数型に明示的に変換する（他の

プログラムと結合する場合などに必要）ためには関数 ����$����6が用意されている．

�� 数値演算上の注意

�� 一般的には整数演算の桁あふれには何の警告も生じない．

� ����$����6 ����������!

7�8 ����������

� ����$����6 ����������!A����$����6 ����������!

7�8 ��;3;���;�

�

� ����$����6 ��4!

����$����6 ��4! 2 整数型のデータに変換  単なる切捨てとは少し違う!

7�8 �

� ����$����6 ���!

7�8 �

�

� ��
�

7�8 ���
�3�B�3

� ����$����6 ��
�!

��



7�8 ���
�3�B�3 2 正しい

� ��
�

7�8 ��3�3B
�3B

� ����$����6 ��
�!

7�8 ��3�3B
�3� 2 おかしい

�� 浮動小数点による少数の表現には，一般的には誤差が生じる．高精度計算を必要とするのでなけれ

ば，実用上それほど気にする必要はないが．

� �����$� 
�����=��!

� ���

7�8 �������������������

� �����$� 
�����=�!

� �����


7�8 B�;BB3���A
��

� �����3

7�8 *$<

� �� ����3!

7�8 3�;3��4���
�3

� �� ����4!

7�8 �

�� 浮動小数点の精度は絶対値について相対的である．

�� 判断と分岐

判断と分岐（条件による枝分かれ）については 
�#��を参照のこと。また �	
���にはつぎのような論

理値をとるベクトルに対応した関数が用意されている．

� �� /� �<���� � +.+.:.:.+.+!.0�0.0E0!

� ��

7�8 0�0 0�0 0E0 0E0 0�0 0�0

関数 �<����の最初の引数は論理値をとるベクトルであり，
番目の要素が真 %�&ならば �番目の引数を 


番目要素の値として返し，偽 %7&ならば �番目の引数の値を 
番目の要素とする．

�
 配列と繰り返し

ベクトルは �次元の配列であり，行列は �次元の配列である．より一般的な多次元の配列も多くのコン

ピュータ言語で扱える．

�	
���で多次元の配列をつくるには，関数 �66�Eを用いる．

� �� /� �66�E ���3.
�#=� 3.
.�!!

� ��

. . �

��



7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 � 4 ;

7�.8 � � ��

7
.8 
 � ��

73.8 3 B ��

. . �

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 �
 �� ��

7�.8 �3 �B ��

7
.8 �4 �; �


73.8 �� �� �3

�

� ��7�..8

7.�8 7.�8

7�.8 � �


7�.8 4 ��

7
.8 ; ��

� ��7..�8

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 � 4 ;

7�.8 � � ��

7
.8 
 � ��

73.8 3 B ��

�

�	
��� では最初の次元の添え字が最初に動く %7"#�#�) と同じ）．（: や :BBでは最後の次元が最初に

動く&．

関数 ����Eは行列だけでなく多次元配列にも適用できる．

� ����E ��.
.�	#!

7�8 �B ���

� ����E ��.�.�	#!

7�8 �� �� �B B3

最初の例では �7..�8の要素の和と �7..�8の要素の和を求めベクトルとしている．�番目の例では �7�..8

の要素和，�7�...8の要素和，�7
..8の要素和>�73..8の要素和をそれぞれ求めている．

課題

適当な内容をもつ �� �の大きさの数値を要素とする行列を作成し，対角要素を含む下三角部分の和を求

めなさい．

ヒント：一つの方法は !"#の �重ループを用いる�

��



��	� 数列と繰り返し

� ��4 2 �から 4までの数列

7�8 � � 
 3 4

� 4�� 2 逆順

7�8 4 3 
 � �

� ��� 4! 2 ��4 とおなじ

7�8 � � 
 3 4

� ��� �.4! 2 同上

7�8 � � 
 3 4

� ��� 4.�! 2 4�� とおなじ

7�8 4 3 
 � �

� <�6 � �$ ��4! �6�$� �! 2 �が �から 4まで変化する。毎回 �の値を表示

7�8 �

7�8 �

7�8 


7�8 3

7�8 4

� <�6 � �$ ��4! ��� �! 2 上と同じだが、数値のみ表示

��
34�

� 2 都市の名前のベクトルをつくる。

� ���E /� � 0�����6�0.0,��6	0.0N���
���0.0���������0!

� ���E

7�8 0�����6�0 0,��6	0 0N���
���0 0���������0

� <�6 � �$ ���E! �6�$� �! 2 �には毎回都市の名前が代入される

7�8 0�����6�0

7�8 0,��6	0

7�8 0N���
���0

7�8 0���������0

�

��	� 行列をつくる

� #��6�� ��;.
.
! 2 �から ;までの数列を 
× 
の行列にする。

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 � 3 �

7�.8 � 4 B

7
.8 
 � ;

�

� #��6�� � ��.��.
�.3�.4�.��!.�.
! 2 �× 
の行列をつくる。

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 �� 
� 4�

7�.8 �� 3� ��

�

��



� 2 文字を要素とする行列もできる。

� #��6�� � 0�0.050.0�0.0
0!.�.�!

7.�8 7.�8

7�.8 0�0 0�0

7�.8 050 0
0

� 
�# #��6�� � ��.��.
�.3�.4�.��!.�.
!! 2 行列の次元を求める

7�8 � 
 2 最初が行の大きさ、２番目が列の大きさ

�

� � /� #��6�� � �.
.3.4.�.�!.�.
!

� �

7.�8 7.�8 7.
8

7�.8 � 3 �

7�.8 
 4 �

� 
�# �!

7�8 � 


�

��	� ベクトルの一部を取り出す

� %� /� � ��.��.
�.3�.4�! 2 %�を定義

� %�

7�8 �� �� 
� 3� 4�

� %�7�8 2 �番目の要素

7�8 ��

� %�7� �.�!8 2 �番目の要素と �番目の要素をとりだす。

7�8 �� ��

� %�7
�48 2 
番目から 4番目の要素をとりだす。

7�8 
� 3� 4�

� %�7� +.:.+.:.+!8 2 真値をもつ部分のみをとりだす。

7�8 �� 
� 4�

� %�7��4 / 
8 2 �から 4の数列が 
より小さい部分  つまり �と �!を選択

7�8 �� ��

��	� 問題の解答例と解説

� 5 /� #��6�� ���4.4.4! 2 4× 4の行列をつくる

� 5

7.�8 7.�8 7.
8 7.38 7.48

7�.8 � � �� �� ��

7�.8 � � �� �� ��

7
.8 
 B �
 �B �


73.8 3 ; �3 �; �3

74.8 4 �� �4 �� �4

��



� 2 以下に指定する部分を足し合わせたい。

� 57�.���8 2 �行目

7�8 �

� 57�.���8 2 �行目  以下同!

7�8 � �

� 57
.��
8

7�8 
 B �


� 573.��38

7�8 3 ; �3 �;

� 574.��48

7�8 4 �� �4 �� �4

�

� �	# 574.��48! 2 �	#は要素の合計値を求める

7�8 �4

�

� 5� /� � 2 5�をゼロに設定

� 5�

7�8 �

� <�6 � �$ ��4! 5� /� 5� A �	# 57�.���8! 2 上の部分を足し合わせる

� 5�

7�8 �44 2 これが下三角部分の和

�

� 2 途中経過を確認

� 5� /� �

� <�6 � �$ ��4! L5� /� 5� A �	# 57�.���8!J�6�$� 5�!JM

7�8 �

7�8 ��

7�8 
3

7�8 B�

7�8 �44

追加課題&

� 行列があたえられたとき行を逆順にしなさい。

この行列を

7.�8 7.�8 7.
8 7.38 7.48

7�.8 � � �� �� ��

7�.8 � � �� �� ��

7
.8 
 B �
 �B �


73.8 3 ; �3 �; �3

74.8 4 �� �4 �� �4

つぎのようにする。

��



7.�8 7.�8 7.
8 7.38 7.48

7�.8 4 �� �4 �� �4

7�.8 3 ; �3 �; �3

7
.8 
 B �
 �B �


73.8 � � �� �� ��

74.8 � � �� �� ��

� 行列の上三角部分 %対角部分を含まない&の和を求めなさい。

�� リスト構造

資料の前半で説明しなかったものの一つに，リスト %��'�&と呼ばれるデータ構造がある．ベクトルや配

列と同様に，多くの要素を列挙するのに利用される．ベクトルなどと異なり，各要素が別の型を持ってい

てもよい．また，リストの要素自体がまたリストであることを許すので，どんどん構造を複雑にすること

ができる．

� 5 /� ���� �.���.0���0!

� 5

77�88

7�8 �

77�88

7�8 ���

77
88

7�8 0���0

�	
���ではリストの要素を参照するのに，記号 77
88を用いる．また �	
���ではリストを要素名付

きにすることができる．要素名をQの後に指定することによって，リストの要素を参照できる．

� 5� /� ���� ������=��
.������=�4��. �

6���=0�����6�0!

� 5�

Q������

7�8 ��


Q������

7�8 �4��

Q�

6���

7�8 0�����6�0

� 5�77�88

7�8 ��


� 5�Q������

7�8 ��


�

リストの要素はベクトルや行列，配列，リストであっても良い．

� 5� /� ���� � �.�.
!.#��6�� � ��.��.
�.3�!.�.�!.

��



A ���� 0�0.0550.0���0!!

� 5�

77�88

7�8 � � 


77�88

7.�8 7.�8

7�.8 �� 
�

7�.8 �� 3�

77
88

77
8877�88

7�8 0�0

77
8877�88

7�8 0550

77
8877
88

7�8 0���0

�

� 5�77�887�8 2リストの �番目の要素（ベクトル）の第 �要素

7�8 �

� 5�77�887�.�8 2リストの第 �要素（行列）の  �.�!要素

7�8 3�

� 5�77
8877
88 2リストの第 
要素（リスト）の第 
要素

7�8 0���0

�

リストの各要素に関数を適用するには �����Eを用いる．

� 5
 /� ���� � �.�!.� 
.3.4!.� �.�.B.;!!

� �����E 5
.�	#!

77�88

7�8 
 2第 �要素のベクトルに �	#を適用

77�88

7�8 ��　　　2第 �要素のベクトルに適用

77
88

7�8 
�　　　2第 
要素のベクトルに適用　

各セッションで試行数の異なる実験結果などを容易に表現できる．

課題

サザエさんの家族関係を>リスト構造を用いて表現してみなさい�方法は幾通りも考え得る．例をあげると>

個人を一つのリストとして表現し>関係 %父>妻など&を指定する要素を定義する．もう一つは家族を一つの

リストとして表現し>その中での役割 %世帯主>妻��>&を要素として表現する．また>一つの婚姻をリストと

��



して表現し>それとの関係で個人を関係づけることもできる．

��	� サザエさん家族表現

下のは �例 。ファイル9��#��9���	9������9OE���;;9��O������	�にコードがある。

� ��	6�� 09��#��9���	9������9OE���;;9��O������	�0!

で以下の命令を実行し、各データが登録される。

$�#���� /� ���� ��$
�6=0#���0. ���	��=0<	$�0!

<	$� /� ���� ��$
�6=0<�#���0. ���	��=0$�#����0!

��O�� /� ���� ��$
�6=0<�#���0.���	��=0#��	�0.

<����6=0$�#����0.#����6=0<	$�0!

#��	� /� ���� ��$
�6=0#���0. ���	��=0��O��0!

���	� /� ���� ��$
�6=0#���0.<����6=0$�#����0.#����6=0<	$�0!

����#� /� ���� ��$
�6=0<�#���0.<����6=0$�#����0.#����6=0<	$�0!

��6� /� ���� ��$
�6=0#���0.<����6=0#��	�0.#����6=0��O��0!

���$�<�#��E /� � 0$�#����0.0<	$�0.0��O��0.0#��	�0.0���	�0.

0����#�0.0��6�0!

家族の配偶者を表示する。

� $�#����Q���	�� 2 波平の配偶者

7�8 0<	$�0

� ��O��Q���	�� 2 サザエの配偶者

7�8 0#��	�0

�

� $�#���� 2 波平の属性表示

Q��$
�6�

7�8 0#���0

�@

Q���	���

7�8 0<	$�0

�

� ���$�<�#��E7�8 2 波平のオブジェクト名が含まれている。

7�8 0$�#����0

�

� 2 文字列に ���を適用すると、その名のオブジェクトを参照

� ��� 0$�#����0!

��



Q��$
�6�

7�8 0#���0

Q���	���

7�8 0<	$�0

�

� 2 ���$�<�#��E7�8 は0$�����0であるので、波平の属性を表示

� ��� ���$�<�#��E7�8!

Q��$
�6�

7�8 0#���0

Q���	���

7�8 0<	$�0

�

� 2 文字列を指定してその名のオブジェクトに代入するときには

� 2 �����$を使う。

�

課題& 磯野家の各人の配偶者を列挙して表示するプログラムを書け。

ヒント <�6 � �$ ���$�<�#��E! �����

��	� 関数の定義

ベクトルの和と �乗和を長さ �のベクトルとして返す関数をつくる。

�	#�$
���	# /� <	$����$ �! L � �	# �!. �	# �>�!! M

� �	#�$
���	# � �.�.
!!

7�8 � �3 2ここで �=�A�A
J �3=�>� A �>� A 
>


�

課題& 個人 %オブジェクト&を指定すると、その父母名を文字列ベクトルとして返す関数を書け。

課題& 個人 %オブジェクト&を指定すると、その祖父母名を文字列ベクトルとして返す関数を書け。

��	� 課題の回答例

�� 両親を表示する。

� ��6�$�� /� <	$����$ �! L � �Q<����6. �Q#����6! M

� ��6�$�� ��O��!

7�8 0$�#����0 0<	$�0

� ��6�$�� ��6�!

7�8 0#��	�0 0��O��0

�� 祖父母を表示する。

� �6�$
��6�$�� /� <	$����$ �! L

��



A � ��6�$�� ��� �Q<����6!!. ��6�$�� ��� �Q#����6!!!M

�

� �6�$
��6�$�� ��6�!

7�8 0$�#����0 0<	$�0 2 #��	�の父母は未定義なので表示されない。

��	� 関数についての追加説明

関数の中で定義される（新たに作成される）オブジェクトは永続的なものではない。関数の実行終了後

に値は残らない。また、もとから同じ名前のオブジェクトがあったとしても別のものとみなされる。

� E /� � ��.��.
�.3�!　2 Eを作成しておく。

� 2 6�% はベクトルの要素を逆順にする関数

� ��$
-�%� /�<	$����$ �! L E /� 6�% �!J � �.E!JM

�

� ��$
-�%� � �.�.
!! 2関数を実行。関数の内部で E（別物）への代入。

7�8 � � 
 
 � �

� E

7�8 �� �� 
� 3� 2 Eは変わらない。

�

ただし、関数中で新たに同名のオブジェクトが定義されていなければ、始めから定義されているオブジェ

クトが参照される。以下で定義している関数 �6�$�Eではオブジェクト Eを参照しているが、関数内部で

定義されていないので、始めから存在している Eが使われる。

� �6�$�E /� <	$����$ ! L ��� 0+��� �� E� K$0!J �6�$� E!J M

� �6�$�E !

+��� �� E�

7�8 �� �� 
� 3�

�� 多重配列の利用

つぎのような �重配列データを考える。これは、米国
��)�州での ����年の自動車事故における乗員

の負傷データである。このような多重配列データの表現と集計方法を示す。

自動車事故における乗員の負傷
負傷

性別 場所 シートベルト 無し 有り

女性 市街 無し ���� ���

有り ����� ���

郊外 無し ���� ���

有り ���� ���

男性 市街 無し ����� ���

有り ����� ���

郊外 無し ���� ����

有り ���� ���

��



�*#�'��>�� %����& �� �����	
����� �� �
�������
� �
�
 ��
�����> 3� �+� 表���� より． ��
���� 6#

:#�'��))� :""4> 
�.��� :�#� 6�1� ",��)�> ��*�'��>
��)��

関数 �66�Eで定義される多重配列は、最初の次元の添字が最初に動く。このため、上述の表の順にデー

タを指定すると、分類変数 %アイテム& の指定順が表とは逆になる。

多重配列にアイテムやカテゴリーの名前をつけるには、�66�Eを用いて配列を作成するときにオプショ

ンで指定するか、または配列を作成したあとで、下に示すようにして定義することができる。

� �5�B /��66�E � ��B�. ;;�. ��4B�. �4;. 
�3�. ;�
. ��
3. �4�. ��
B�. B��.

A ��;�;. 
B�. ���
. ��B3. ��;
. 4�
!. � �.�.�.�!!

�

� 
�#$�#�� �5�B! /� ���� *$�	6E=� 0$�0.0E��0!.����T���=� 0D�0.0U��0!.

A (������$=� 0I65�$0.0-	6��0!. X�$
�6=� 0:�#���0.0@���0!!

�

� �5�B

. . I65�$. :�#���

D� U��

$� ��B� ��4B�

E�� ;;� �4;

. . -	6��. :�#���

D� U��

$� 
�3� ��
3

E�� ;�
 �4�

. . I65�$. @���

D� U��

$� ��
B� ��;�;

E�� B�� 
B�

. . -	6��. @���

D� U��

$� ���
 ��;


E�� ��B3 4�


�

� �5�B7..0I65�$0.0:�#���08 2 カテゴリーを記号で指定できる。

D� U��

$� ��B� ��4B�

E�� ;;� �4;

�

� �5�B7..�.�8 2 数字で指定することもできる。

D� U��

$� ��B� ��4B�

E�� ;;� �4;

�

��



� �5�B7..0I65�$0.0:�#���08 A �5�B7..0I65�$0.0@���08 2 部分の合算

D� U��

$� ����B ��44�

E�� �B�B ��
;

� ����E �5�B.�.�	#! 2 負傷の有無の合計を求める。

$� E��

��3�� ���3

� ����E �5�B.� �.�!.�	#! 2 性別、地域を合算。負傷×ベルト着用

D� U��

$� ���
� 
4
B


E�� 
B�4 �3�;

課題： 男性について、負傷の有無とベルト着用のクロス集計表を求めなさい。

�� 乱数とシミュレーション ���

シミュレーション %'��� ���")&とは元来何物かのふりをするという意味だが、現在では小型の模型やコ

ンピュータを用いての模擬実験のことを意味する場合が多い。コンピュータを用いたシミュレーションに

は、決定論的なもの（何度実行しても初期条件が同じなら、同一の結果がえられるもの）と確率論的（統

計的>'�"���'���）なもの（毎回確率的に結果が変動するもの）とに大別される。行動科学や社会科学の研

究ではどちらも使われるが、最初の条件が同じでも結果は変動すると考えられるもの多いため、確率論的

なシミュレーションが多用される。このような研究をコンピュータなしで行うのは、事実上極めて難しい。

ここでは主に確率論的なシミュレーションについて説明する。

��	� コイン投げ

表と裏とが確率的に現れるコイン投げを、コンピュータを用いてあらわす。�	
���には何種類かの乱数

%#�)."� )��0�#&を生成する関数が準備されている。最も基本的なものは 6	$�<であり、一様分布 %�)�!"#�

.�'�#�0���")&に（近似的に）基づく確率変数を生成する。一様分布とは �から �までの区間の数がどれも

同等の確率で生じる確率分布のことである。

� 6	$�< 4! 2 4個の一様乱数を生成する。

7�8 ��4
3�3�� ��
B���;; ��3B����3 ��
���B�� �������;�

� 6	$�< 4! 2 �回目は異なる値が生成される。

7�8 ������BB� ���B4
��� �������;� �����3;4� ��4;
433;

一様乱数を用いてコイン投げのシミュレーションを行うには、値が ���以上であれば表（おもて）とし、

それより小さければ裏をあらわすことにすればよい。

� 6	$�< 4! �= ��4

7�8 : + + + :

表の出る回数を求めるには、上の例について次のような方法をとればよい。%�&関数 ��5��を用いる。+-I)

の回数が表の回数の合計である。 %�&関数 �	#を用いる。論理値を持つベクトルについて計算を行うと +

は �>:は �として扱われるので、�の個数が集計される。

��



� ��5�� 6	$�< ��!�=��4!

:�(�) +-I)

� 3

� �	# 6	$�< ��!�=��4!

7�8 ��

生成される乱数の系列を再現したい場合 %同一の乱数を求める場合& には、関数 �������
を用いる。

�������
の引数には �から ����までの整数を指定する。

� �������
 ��
! 2 乱数系列の指定

� 6	$�< 4!

7�8 ��B�4�;B� ��4
��B�� �������B4 ��;;��4�� �����;�B�

� �������
 ��
!

� 6	$�< 4! 2 今度も同じ乱数

7�8 ��B�4�;B� ��4
��B�� �������B4 ��;;��4�� �����;�B�

課題：　確率 ���で 6��4���、���で �+�4���、���で �+"4���、����で-+"、����で 6��4+"と表示するプロ

グラムを書け。

�	
���には上のようなコイン投げの乱数（�項分布乱数）を生成する関数 65�$�#が用意されている。

次の例は、表がでる確率が ���%第 �引数）のコインを ��回投げたときの表の回数を �回分示す。

� 65�$�# �.��.��4!

7�8 ;

一般的に「表がでる確率が �のコイン」を�回投げたときの表の出る回数をあらわす確率変数を �項分布

�
�%�� �&で表す。�	
���の関数 0�)"�%�����&は �
�%�� �&に従う乱数を �個生成する。

�項分布についてつぎのような性質が分かっている %初等統計の教科書に書いてある）。

� が �
�%�� �&に従うとすると、� の平均は ��であり、分散は ��%�� �&である。

また、つぎのような確率変数の一般的な性質が知られている（これも初等統計の教科書に書いてある）。

�� 確率変数� の平均が �であり、分散が �とする。�を定数とすると �� の平均は ��であり、分散は

���である。

�� 確率変数� の平均が �� であり、分散が �� であるとする。また、 の平均が �� であり、分散が ��

であるとする。� B の平均は �� B �� である。もし、� と  とが統計的に独立 %�).�,�).�)�&で

あれば� B  の分散は �� B �� である。

�� 確率変数 ��� ���� �� の各々の平均と分散が �と �であるとする。 D %�� B � � � B ��&��%�個の平

均&の平均は �である。また、各々の確率変数が互いに独立であるなら、 の分散は ����� D ���で

ある。

上の最初の性質 �を使うと、�回コインを投げた時の表の出る回数の比率（� � �
�%�� �&のとき ���

である）の平均は �、分散は �%�� �&��となることが分かる。

実際に �項分布に従う乱数を発生し、それらの平均と分散がどのようなものになるか確かめてみる。

� � /� 65�$�# ����.��.��4! 2 T�$ ��.�4!の乱数を ����個生成

� #��$ �! 2 個数が大きければ、ほぼ 4になる。

7�8 3�;3�

��



� %�6 �! 2 個数が大きければ、ほぼ ��>���4=��4になる。

7�8 ��
3B;B4

� ��5�� �!　2 分布を確かめる。

� � 
 3 4 � � B ; ��

�� 
3 �
� ��� �43 ��� B; 3� B �

�

��	� トランプゲーム

トランプは �つのスート %',�.�、���#�、.���").、� �0&があり、各スートには ��枚のカードがある。

この組み合わせの中から �枚カードをとると、どのような手札になるだろうか？

まず ��枚のカードを �から ��までの数で表すことにする。あるカードの番号を �とする。� � �を ��

で割って、商が �なら ',�.�%�から ��までのカード）、 � なら ���#�%��から ��まで&、�なら .���").%��

から ��まで）、�なら �#�0%��から �� まで）とする。また �� �を ��で割った剰余に �加えたものをカー

ドの数とする %�は ���、��は 2��4、��は G���)、��は-�)*）。

関数 ��#���は、指定されたベクトルの要素を無作為にサンプリングする関数である。特に指定しなけ

れば、重複を許さずにサンプリングを行う。この機能を用いてトランプ手札のシミュレーションを行う。

カードの数とスートを求める関数を定義する。��は除算の剰余（余り）を求める演算子であり、�9�は整

数の除算の商を求める演算子である。

� ��6
$	#5�6 /� <	$����$ �! L  ���!���
A� J M

� ��6
�	��� /� <	$����$ �! L � /�  ���!�9��
A�J

A �< �==�! 0���
�0 ���� �< �==�! 0���6�0

A ���� �< �==
! 0
��#�$
0 ���� 0��	50

A M

スートを求める関数はつぎのようにもかける。

� ��6
�	���� /� <	$����$ �! L � /�  ���! �9��
 A�J

A ������ �.0���
�0.0���6�0.0
��#�$
0.0��	50!J

A M

ここで ������は最初の引数の値が �%自然数）であるときに � B �番目の引数を値として返す関数である。

� #E��6
� /� ��#��� ��4�.4!

� #E��6
�

7�8 3� �� 34 ; 3�

� <�6 � �$ #E��6
�! ��� ��6
�	��� �!.��6
$	#5�6 �!.0 0!J

��	5 � ���6� 
 ��	5 � ���
� ; ��	5 � �

課題& �枚の手札がフルハウス %ワンペアとスリーカードの組み合わせ）であるかどうかを確かめる関数を

書け。

ヒント：�枚のカードの ��#.)��0�#を求めベクトルに代入する。ついで関数 ��0 �を利用し、頻度が %�>�&

または %�>�&になっていればフルハウス。

課題& �枚の手札を ����回生成し、そのうちフルハウスになった回数を確かめなさい。

��



�� 乱数とシミュレーション ���

��	� 正規乱数

正規分布に従う乱数は 6$�6#で生成することができる。つぎの例は平均ゼロ、分散１の正規乱数を �個

生成する例である。

� 6$�6# 4!

7�8 ���B�B
�;B ���34����; ���44����
 �����4�B
 ������B���

まず、正規乱数をたくさん生成し、基準点を超えるものが実際に何個あるか調べる。以下で用いている

関数 �$�6#は正規分布の確率関数 %下側確率を与える&である。また �$�6#は、下側確率を引数に指定す

ると、対応する分位点を与える。

� � /� 6$�6# ����! 2 正規乱数を ����個生成

� ��5�� ����;�! 2 ��;�より大きいものの個数

:�(�) +-I)

;�4 �4 2 ちょうど �4個あった。

� �$�6# ��;�! 2 ��;�はほぼ ;��4�点

7�8 ��;�4����

� �$�6# ��;;! 2 ;;％点は 約 ��



7�8 ��
��
3B

� �$�6# ��

! 2 ��

 はほぼ ;;％  上側 �％!点

7�8 ��;;��;�;

� ��5�� ����

! 2 ��

より大きいデータは？

:�(�) +-I)

;;� ; 2 ;個あった

� H�� !

� ���� �! 2 ヒストグラムの表示

� ��$�6# �! 2 正規確率プロット

� ����$� �! 2 �4％点と �4％点を結ぶ

��	� �検定の検出力

�検定は、�群のデータの平均が同一と見倣し得るかを検討するための統計的方法である。第 �群のデー

タが 

 %
 D �� �����&で与えられており、第 �群のデータが �
 %
 D �� ���� �&であるとする。通常の �検定

が前提にしていることはつぎのようなものである。

�� 各 

、�� は独立である。

�� 第 �群と第 �群は各々正規分布に従い、それらの分散は同一である。

�群の等分散性を仮定しない方法は、3� ��の検定とよばれる。3� ��の検定については、統計の教科書

をみよ。関数 ������ でもオプションで実行できる。

�検定の手順はつぎのようなものである。

�� %

&の平均 K
と %�
&の平均 K�を求める。

��



�� �群共通の分散をつぎの式で求める。

H&� D

��

��%

 � K
&� B

��

��%�
 � K�&�

� B �� �
%��&

�� �値をつぎの式で求める。

� D
K
� K��

%���B ���&H&�
%��&

�� もし、第 �群と第 �群の平均が等しければ �値は自由度 �� D �B �� �の �分布に従う。�値を自由

度�B �� �の �分布の分位点と比較し、それより外側であれば %片側検定の場合はより大、または

より小ならば&、帰無仮説を棄却する。

統計検定を考える際、つぎの �つの値、有意水準 %'�*)�(��)��  �1� &と検定力 %または検出力&%,"$�# "!

� ��'�&が重要である。検定を行なうときに生じうる事態はつぎの �つである。

�� ○ 帰無仮説が正しく、かつ棄却されない。

�� × 帰無仮説が正しいが、誤って棄却される。%有意水準＝第 �種の誤り&

�� × 帰無仮説が成立していないが、帰無仮説が棄却されない。%第 �種の誤り&

�� ○ 帰無仮説が成立しておらず、かつ棄却される。%検出力&

○をつけたものは望ましい事態であり、×をつけたものは望ましくない。有意水準 %�値&は �番目の確率

を表す値である。つまり、帰無仮説が正しいという仮定のもとで、それが誤って棄却される可能性がどれ

だけあるかを示す。しかし、これだけでは片手落ちであって、�番目の値にも注意を払う必要がある。�番

目の事態が生じる確率のことを検出力という。これがどのような値になるかを、乱数シミュレーションで

確かめてみる。

ここで、第 �群の母平均 %真の平均&が '� D �であり、第 �群の母平均が '� D ���であるとする。サン

プル数は� D � D �とする。このとき、両側 �M水準の �検定を行なうと、実際に仮説が棄却されるのは、

どれくらいになるだろうか。

つぎのような関数をつくる。

�����6 /� <	$����$ #.$.
#	.�.�! L

��	$� /� �J

<�6 � �$ ���! L � /� 6$�6# #!J E /� 6$�6# $!A
#	J

�����E /� ������ �.E!J

�< �����EQ��%��	� / �! ��	$� /� ��	$�A�J

M

6��	6$ ��	$�!J

M

ここで、引数 #と $はそれぞれ、第 �群と第 �群のサンプル数を表す。
#	は第 �群と第 �群の平均の差

である。�は �検定の �値 %両側確率&を識別するための値であり、�は �検定の繰り返し数である。上の

関数は指定された個数分、それぞれの群から乱数を生成し、等分散で対応のない場合の �検定を行なう。�

回の検定のうち、�値が指定された値 �より小さい回数を値として返す。

課題 �& 関数 ������を用いず、#��$と %�6 を用いて �値を計算し、上の �����6と同じ働きをする関数

を作りなさい。ここで %�6 �!によって得られるのは、つぎの値である。

�

�� �

��

��

%

 � K
&� %��&

��



また �� �>��!によって自由度 �� の �分布の下側確率 �に対応する分位点 %#�%� 
 
& D �となる 
&を求

められる。

課題 �& #、$、
#	を色々変化させて検出力がどの程度のものであるか検討しなさい。「�検定によって有

意差がみられなかった」ということと、「�群の平均に差がない」ということの間にはどのような食い違い

があるだろうか？

�� 乱数とシミュレーション ���

��	� 乱数で面積を求める

乱数 %特に一様乱数&を利用すると、直接には求めることが難しい部分の面積や体積を求めることができ

る。ここでは、乱数を用いて円周率 (の推定を試みる。

一様乱数 %�から �の値をとる&を �個生成する。これらを� > とする。ここで�� B  � 
 �である確

率は、全体の面積に対する扇形 %�分の �円&の面積の比率になっている。扇形の面積は円の面積 %�� � (&

の �分の �であるので、この部分に該当する乱数の比率を �倍すればその期待値は (になる。乱数の個数

が十分に大きければ、かなり正確に (を推定できるはずである。

つぎのような関数を作ってみよう。

6�$
�#�� /� <	$����$ $! L

�	# 6	$�< $!�� A 6	$�< $!�� /= �!

M

この関数は $個の一様乱数の対を求め、それらの �乗和が �より小さいものの個数を与える。引数 $を

�����に設定し、この関数の値に ������� D ������を掛けると (の値に近くなるはずである。

� 6�$
�#�� �����!9�4��

7�8 
�����

� 6�$
�#�� �����!9�4��

7�8 
����B

�

このようにして得られた値が、どの程度信用できるかは �項分布を用いて推定できる。上の 6�$
�#��の

値は �
�%������ (��&の �項分布に従う。この分散は �����(%�� (&���である。これを �����で割った値

の分散は �����(%�� (&�%��� �����&である。仮に ( D ���と仮定してみると、この分散は ��������であ

り、標準偏差は ����������となる。少数点 �桁の精度を得るには、標準偏差を �桁小さくする必要 %つま

り ��分の �にする&があり、このためにはサンプル数を ���倍しなければならない。このプログラムでは

乱数をベクトルに保存しているので $=�������とおくと、長さ ���万のベクトルを �本確保することにな

り領域が不足する。大量の乱数を用いた計算を高速に行なう場合には、専用のプログラムを作成するなど

の工夫が必要である。

参考C つぎは :BB言語を用いたプログラムの例である。%�
 �'で ���万個の乱数を生成するのは非効

率的である。&

2�$��	
� /����6��#���

2�$��	
� /��
��5���

%��
 #��$ %��
! L

�$� �.�.$.���J

��




�	5�� �.EJ

��	� // 0�$�	� ��$�6����$ $	#5�6K$0 J

��$ �� $J

��	� // 0�$�	� 6�$
�# ���
K$0J

��$ �� ���J

�6�$
3B ���!J

�=�J

<�6 �=�J�/=$J�AA! L

� = 
6�$
3B !J E = 
6�$
3B !J

�< �>� A E>E /= ���! �AAJ

M

��	� // 0*$ ��� �6��� 0 // � // 1K$1 J

��	� // 0Y� ����#����$ 0 //  3��> �!9 
�	5��! $ // 1K$1 J

M

以下は上のプログラム %6�$
�#������&の実行例である。

�O����� '' �� 6�$
�#�� 6�$
�#������ 2 プログラムのコンパイル

�O����� �96�$
�#�� 2 実行

�$�	� ��$�6����$ $	#5�6

������� 2 �������回を指定。

�$�	� 6�$
�# ���


��
34 2 乱数の初期値に使う数の指定

*$ ��� �6��� �B34��

Y� ����#����$ 
��
B
� 2 四捨五入すると 
��3

�O����� �96�$
�#��

�$�	� ��$�6����$ $	#5�6

�������

�$�	� 6�$
�# ���


4��B;�

*$ ��� �6��� �B4��3

Y� ����#����$ 
��3
� 2 四捨五入すると 
��3

��	� 相関を持つ変数 !�変量正規分布"

正規分布にもとづく �つの変数が互いに相関を持つようにするためには、つぎのような手続きを考える。

正規分布 �%�� �&に独立に従う �つの乱数� と  とを考える。適当な ;��� �<区間の数 /を定め、% D

/� B
�

�� /� を作る。このとき

0 ��%%& D /�0 ��%�& B %�� /�&0 ��% & D � %��&

であるので、% の分散は �である。また、

�$*%��%& D /�$*%���& D / %��&

である。これより、� と % との相関は

��� D
�$*%��%&�

0 ��%�&0 ��%%&
D / %��&

��



であることが分かる。

実際に相関を持つ乱数を作ってみる。

� � /� 6$�6# ����!

� E /� 6$�6# ����!

� 6 /� ��4

� O /� 6>� A ��6� ��6>6!>E

� %�6 �! 2 � の分散

7�8 ����B;



� %�6 E! 2 Eの分散

7�8 ���3�B
3

� %�6 O! 2 Oの分散

7�8 ������;�

� %�6 �.E! 2 �と Eの共分散� ぼぼゼロ�

7�8 ������;�4��

� %�6 �.O! 2 �と Oの共分散� ほぼ ��4

7�8 ��3BBB;BB

� ��6 �.O! 2 �と Oの相関．これも約 ��4

7�8 ��3B�4�44

� H�� !

� ���� �.E! 2 散布図を表示してみる．

� ���� �.O!

上の� と % からなる �変量の同時分布を、�変量正規分布と呼ぶ。

では、つぎに �変量正規分布に基づくデータから計算された相関係数はどれくらい変動するかをみてみ

よう。まず、�変量正規乱数から相関を求める関数をつくる。

� $�6#����6 /� <	$����$ $.6! L

A � /� 6$�6# $!J E/� 6$�6# $!J O /� 6>� A ��6� ��6>6!>EJ

A ��6 �.O!J

A M

この関数を多数回実行してみる。

6� /� 6�� �.���!

� <�6 � �$ �����! 6�7�8 /� $�6#����6 ���.��4! 2 ���個の相関係数

� #��$ 6�!

7�8 ��3;B;;B 2 平均は ��4

� %�6 6�!

7�8 ����4�43��

� ��6� %�6 6�!! 2 標準偏差は約 ���B

7�8 ����4B4;3B

�

� #��$ ��4>���  �A6�!9 ��6�!!! 2 :����6の O変換の平均

7�8 ��44�;��;

� ��4>��� ��49��4!

7�8 ��43;
���

��



�  ����
!> %�6 ��4>���  �A6�!9 ��6�!!!

7�8 ��;BB��B

最後の部分の計算は、7�'��#の . 変換と呼ばれるものである。�変量正規分布 %母集団の相関が /とす

る&から �個の �変数の組をとりだして相関を計算し、その値を �とする。さらに

. D
�

�
 "*

� B �

�� �
%��&

すると、�が大きいときつぎの式が近似的に成り立つことが知られている。

+%.& D
�

�
 "*

� B /

�� /
� 0 ��%.& D

�

�� �
%��&

�� ���������推定

�変量正規分布の相関係数がどのような平均と分散を持つかは、理論的に知られており、また上のような

近似式を利用できる。しかし、より一般的に実際に得られたデータについて、計算された相関係数はどの

程度のばらつきを持つものなのだろうか。もし、分布の形が理論的に分かっているものならば、�変量正

規分布の場合のように、その分布に従う２変量の乱数を生成して、� の分布を知ることは可能である。し

かし、そうでない場合にはどのように推定すればよいかは、一般的には分からない。

このような場合に対処するための一つの方法がブートストラップ法 �*�������� )%�$�!�である。デー

タから得られた統計量 %平均、分散、相関など&がどのような分布をするかをシミュレーションによって知

るためには、データを生み出す元になっている母集団からデータを再び得て、それについて統計量を計算

し直すことを繰り返せばよい。ところが、実際には母集団から再びデータを得ることは多くの場合不可能

である。そこで、実際に得られているデータを母集団に見立て、それから疑似的なサンプリングを行ない、

統計量の計算を繰り返すことを考える。データは母集団から生じたものであるから、母集団を近似してい

ると考えられる。そこで、データから疑似的にサンプリングされたデータ %ブートストラップサンプルと呼

ばれる&は、母集団からのサンプルに類似した性質を示すはずである。

ブートストラップ推定はつぎのような手順で行なう。

�� データを �
 %
 D �� ���&とする。%ベクトルの場合も考える。�変量分布の場合は、各サンプルは �次

元のベクトル。&

�� ブートストラップサンプリングの回数 � を決める。

�� データから重複を許して�個のサンプルをランダムに選び、統計量を求める。%�	
���の関数 ��#���

でオプション 6������=+と指定すると重複を許してサンプリングする。&

�� 上の疑似的なサンプリングを � 回繰り返し、統計量の分布を求める。

この手法の発案者の一人である ��5!#")らによれば、統計量の分散を求める場合には、���回以上の繰

り返しが必要であり、また更に統計量の信頼区間を求めるには片側 �M点の推定の場合で、��� � ����回

以上とする必要があると述べている。

� �O /� #��6�� 6$�6# ���!.���.�! 2 ���行 �列の正規乱数

� 
�# �O!

7�8 ��� �

� �O7.�8 /� ��4 >�O7.�8 A ��6� �����4! > �O7.�8

� %�6 �O! 2 �列目と �列目の母相関は ��4

��



7.�8 7.�8

7�.8 ����3�

B ��4B��
�4

7�.8 ��4B��
�4 ���
�;�;3

� ��6 �O!

7.�8 7.�8

7�.8 ��������� ��3;B��4� 2 サンプルの相関は ��3;B

7�.8 ��3;B��4� ��;;;;;;;

� 5���6 /� 6�� �.
��! 2 最初にベクトルを確保

� <�6 � �$ ��
��! 5���67�8 /� ��6 �O7��#��� ���.6������=+!.8!7�.�8

� #��$ 5���6!

7�8 ��3;
4��4 2 相関係数のブートストラップ平均は約 ��3;3

� %�6 5���6!

7�8 �����3��
�B

� ��6� %�6 5���6!!

7�8 ���B��
;
� 2 相関係数のブートストラップ標準偏差は約 ���B

� #��$ ��4>���  �A5���6!9 ��5���6!!!

7�8 ��43�
4�; 2 W変換の平均値は約 ��44

� %�6 ��4>���  �A5���6!9 ��5���6!!! > ����
!

7�8 ����B�
B 2 W変換の分散を  ����
!倍すると、約 ����

2 本当は �であって欲しい。

�
 グラフの作成

��	� 散布図

散布図を描画するには、@	軸と +	軸を指定するベクトルを引数とし、関数 ����を用いる。座標指定の

詳細については ���� ����! をみよ。

� � /� 6$�6# 4�!

� E /� ��4>� A ��6� ���4!>6$�6# 4�!

� ���� �.E!

プロットの範囲を指定するには、オプションで ���#>E��# を指定する。

� ���� �.E.���#=� �3.3!.E��#=� �
.
!!

��	� 直線を引く

直線を引くには ����につづけて、関数 �5��$�を用いる。�5��$� �� �!と指定すると、直線  D �B ��

を描画する。オプション ��Eで線種を指定できる。

� �5��$� �.�.��E=�!

� �5��$� �.��4.��E=�!

� �5��$� %=� �
.�.
!.��E=
! 2 �= �
.�.
 の箇所に垂直な線を引く。

��$��は指定された座標を次々と直線で結ぶ。���#�$��と �66���は第 �引数と第 �引数で指定された

点を第 �引数と第 �引数で指定された対応する点と結ぶことを繰り返す。

��



� ���� �.E!

� ��$�� �.E! 2 座標を次々と直線で結ぶ

� ���� �.E!

� ��$�� �.E.��E=�! 2 線種を変えて描画

� ���� �.E!

� ���#�$�� �7���48.E7���48.�7���4�8.E7���4�8!

� ���� �.E!

� �66��� �7���48.E7���48.�7���4�8.E7���4�8!

��	� 文字を書き入れる

つぎのようにオプションで �E��=0$0と指定すると、必要な範囲の枠のみを描画し、各々のポイントの

マークを描画しない。関数 ����はベクトルで指定された各々の箇所に、�番目の引数で指定された文字列

%数値も可&を描画する。���=は文字の大きさの指定。

� ���� �.E.�E��=0$0!

� ���� �.E.��4�! 2 �から 4�までの数値を描画

� ���� �.E.�E��=0$0!

� ���� �7��38.E7��38.� 0:�6��0.0����$
0.0+��6
0.0:�	6��0!.���=3!

対話的に場所を指定することも可能である。つぎの関数を実行し、�箇所グラフィック画面をクリックし

てみる。関数 ������6は利用者がクリックした画面の座標を指定した個数分だけ取得する。

� ���� �.�.���#=� �3.3!.E��#=� �
.
!.�E��=0$0!

� ���� ������6 
!. � 0N�6�0.0+��6�0.0+��6
0!!

��	� 複数の変数を同時に描画する

共通の � 座標をを持つ、複数の変数の散布図を同時に描画するには、関数 #������を用いる。第 �引

数には、第 �番目の引数の長さと同じ行を持つ行列を指定する。行列の第 �列が最初の変数、第 �列が �

番目の変数として扱われる。

� O /� ��B>� A ��6� �����3!>6$�6# 4�! 2 Oをつくる。

� ���� �.O! 2 �との相関は高い

� #������ �.�5�$
 E.O!!

� #������ �.�5�$
 E.O!.���=0�T0!

� 
 /�  �����!>�>��9��� 2 �から �Y�まで ���ポイント

� � /� ��$ 
! 2 ��$カーブ

� < /� ��� 
! 2 '��カーブ

� #������ 
.�5�$
 �.<!! 2 点を描画

� #������ 
.�5�$
 �.<!.�E��=0$0! 2 枠だけ描画

� #����$�� 
.�5�$
 �.<!! 2 線を追加

� #�����$�� 
.�5�$
 �.<!! 2 データ点を追加

� #������ 
.�5�$
 �.<!.�E��=0�0.��E=� �.�!! 2 同じ図  線種変更!

��



��	� 多角形の描画

� ���� � �.��!.� �.��!.�E��=0$0! 2 �の範囲 �.��J Eの範囲 �.��

� ���E��$ � �.3.�.3!.� �.�.�.�!! 2 多角形を塗りつぶす

� ���� � �.��!.� �.��!.�E��=0$0!

� ���E��$ � �.3.�.3!.� �.�.�.�!.
�$���E=�! 2 塗りつぶさない

� ���� � �.��!.� �.��!.�E��=0$0!

� ���E��$ � �.3.�.3!.� �.�.�.�!.
�$���E=��!

��	� 円と楕円の描画

円を描画する関数は �	
���にないので、自分でつくる。 �.E!を中心とし半径 6の円周を描く。引数

の 
�$�と ���は、暗黙の指定値の指定。このような書き方をした引数は、関数の利用時に省略できる。値

を指定する場合には、��6��� 4.4.�.
�$�=4�.���=
�!などのようにする。

��6��� /� <	$����$ �.E.6.
�$�=�.���=�3!

L ���6 /� � A 6 > ��� �>��9���> �����!!J

E��6 /� E A 6 > ��$ �>��9���> �����!!J

���E��$ ���6.E��6.
�$���E=
�$�!

M

中心が %@>+&で傾いていない楕円の式はつぎのように書ける。

%� � 
&���� B % � �&���� D � %��&

これは  D �の時は、� D 
� �を通り、� D 
の時には  D �� �を通る。この楕円を描くにはつぎの

ような関数をつくれば良い。

�������� /� <	$����$ �.E.�.5.
�$�=�.���=�3!

L ���6 /� � A � > ��� �>��9���> �����!!J

E��6 /� E A 5 > ��$ �>��9���> �����!!J

���E��$ ���6.E��6.
�$���E=
�$�!

M

さらにこの楕円を �度 %ラジアンでは D ������ �(&反時計周りに傾けるには、つぎのようにする。

������� /� <	$����$ �.E.�.5.
��.
�$�=�.���=�3!

L

����� /� 
��>��9�B�J

���6 /� � > ��� �>��9���> �����!!J

E��6 /� 5 > ��$ �>��9���> �����!!J

�� /� � A ��� �����!>���6 � ��$ �����!>E��6J

E� /� E A ��$ �����!>���6 A ��� �����!>E��6J

���E��$ ��.E�.
�$���E=
�$�!

M

上の関数を入力し、つぎのように実行してみなさい。

��



� ���� � �.��!.� �.��!.�E��=0$0!

� ������� 4.4.�.�.�!

� ������� 4.4.�.�.
�!

� ������� 4.4.�.�.��!

� ������� 4.4.�.�.;�!

� ������� 4.4.�.�.���!

� ������� 4.4.�.�.�4�!

さらに楕円の式は一般につぎのようにも書ける。

�%� � 
�&� B �% � ��&
� B ��%� � 
�&% � ��& D � %��&

ここで

� D

�
� �

� �

�
� 	 D

�
.�

.�

�
%��&

とする。ここで .� D � � 
�� .� D  � �� である。

このようにおくと、楕円の式は

	��	 D � %��&

となる。

これを実行する関数はつぎのようにかける %固有値計算を用いているので難しい&。

�������� /� <	$����$ �.E.�.
�$�=�.���=�3!

L ��� /� ����$ �!J

� /� �9��6� ���Q%��	��7�8!J

5 /� �9��6� ���Q%��	��7�8!J

���6 /� � > ��� �>��9���> �����!!J

E��6 /� 5 > ��$ �>��9���> �����!!J

�E /� ���Q%����6� �>� 65�$
 ���6.E��6!J

���E��$ �A�E7�.8.EA�E7�.8.
�$���E=
�$�!

M

��	� �次元正規分布の信頼楕円

ここで �次元の正規分布の信頼区間 %信頼楕円&を描く方法を示す。�個の �次元のデータ %�
�  
&� 
 D

�� ���� �が与えられているものとする。これらのデータは �次元の正規分布から得られたものと仮定する。

ここでつぎのように仮定する。

� D
�

�� �

��

��

%�
 � K
&� %��&

� D
�

�� �

��

��

% 
 � K�&� %��&

� D
�

�� �

��

��

%�
 � K
&% 
 � K�& %��&

%��&

���



また、つぎのように �� �の行列を定める。

� D

�
� �

� �

�
%��&

また

� D

�
� � K


 � K�

�
%��&

とする。F"��  �)*の � � 統計量の性質を使うと、新たに得られるであろう %�� &の 1	信頼区間は、つぎ

の式で表される。ただし �は分布の次元であり、ここでは �である。

�	���� 
 %�� � �&�

�%�� �&
2�%�� �� �& %��&

ここで 2�%�� �� �&は自由度 %�� �� �&の 2 分布の 1分位点である %�	
���の関数では �<によって求め

られる&。

これらを用いて �次元の信頼区間を求める関数をつくる。

�<������� /� <	$����$ �
���.E
���.�����.
�$�=�.���=�3!

L �/��J

$
��� /� ��$��� �
���!J

�#� /� #��$ �
���!J E#� /� #��$ E
���!J

� /� ���%� %�6 �5�$
 �
���.E
���!!!J

<%�� /�   $
���>$
�����!>�!9  $
�����!>$
���!

　　　　　　　>�< �����.�.$
�����!J

�������� �#�.E#�.�9<%��.
�$�=
�$�.���=���!

M

これを用いて信頼区間を描いてみる。

� � /� 6$�6# ���!

� E /� ��4>� A ��6� ���4!>6$�6# ���!

� ���� �.E!

� �<������� �.E.��;4!

� �<������� �.E.��;�!

�� 回帰分析の方法

ここでは、単純な �変量回帰分析を �	
���で行なう方法を示す。���での分析方法は、教科書 %市川

他&に記述があるので省略する。

人工データを例にとって説明する。以下で �と Eとは

� � /� 6$�6# 4�!

� E /� � A ��4>� A ��6� ����4>��4!>6$�6# 4�!

これによって +% & D � B ���� であり、残差の分散が
�

���� のデータが得られる。

このデータを回帰分析によって推定してみよう。�つの変数の関係を確認するために散布図を表示すに

は、H�� !コマンドでグラフィックウインドウを表示したあと、���� �.E!と表示すればよい。

回帰分析を行なうには、関数 �#を用いる。

���



� 6��� /� �# E Z � ! 2 Eを �で回帰する。

� 6���

'����

�# <�6#	�� = E Z �! 2 指定された式  重回帰もできる!

'��<<����$��� 2 推定された係数

 *$��6����! �

�������� ��
;����

"��6��� �< <6��
�#� 4� �����J 3B 6���
	��

-���
	�� ���$
�6
 �66�6� ��B�B;�B4

もし �と Eとが一つのデータフレーム 
���� に含まれる変数である場合には、

� 6��� /� �# E Z �. 
���=
����!

の様に指定する %直接 
����QE Z 
����Q�と指定することも可&。

追加情報を表示するには、関数 �	##�6Eを用いる。

� �	##�6E 6���!

'���� �# <�6#	�� = E Z �!

-���
	���� 2 残差の特徴

@�$ �V @�
��$ 
V @��

���4�� ���4��B �����
B� ��4�;; ���
�

'��<<����$��� 2 推定された係数とその標準誤差

S��	� ��
� )66�6 � %��	� Y6 �F�F!

 *$��6����! ������ ����4B B��33; ������ 2 定数項

� ��
;�� �����B 
���;B ������ 2 �の係数

-���
	�� ���$
�6
 �66�6� ��B�B; �$ 3B 
��6��� �< <6��
�#

@	������ -���	�6�
� ����3 2 重相関係数の �乗  決定係数!

:����������� ����� �$ � �$
 3B 
��6��� �< <6��
�#. ��� ��%��	� ��

�����4B� 2 :統計量  :値が大きいとは、モデルが説明力を持つこと!

'�66������$ �< '��<<����$���

 *$��6����!

� ������ 2 推定されたパラメータ間の相関

関数 ����の引数に回帰分析の結果を指定し、���� 6���!の様に入力すると、関連するグラフ %��散布

図に回帰直線を引いたもの>��推定値と残差の散布図&を自動的に出力する。

推定された切片と回帰係数を得るには、関数 ���<を用いる。また、推定値 H�
 と、残差 �
 � H�
 は、各々

<����
�%��	��および 6���
	���によって求められる。

� ���< 6���!

 *$��6����! �

���



�������� ��
;����

� ���< 6���!7�8

 *$��6����!

��������

� ���< 6���!7�8

�

��
;����

� ���< 6���!70 *$��6����!08

 *$��6����!

��������

� ���< 6���!70�08

�

��
;����

�

� <����
�%��	�� 6���! 2 出力は省略

� 6���
	��� 6���! 2

� ��$�6# 6���
	��� 6���!! 2 残差の正規性を確認

�� 分散分析の方法

ここでは ���と �	
���の両者による分散分析の例を示す。

��	� 
�
で分散分析を行なう

���で分散分析を行なうには、幾つかのプロシジャが利用できるが、ここでは X(@プロシジャを使う方

法を示す。%以下は行動計量学 %�&での実習資料と重複する。&

���



つぎのような２元配置のデータを考える %6"0'")>表 ���&。

２元配置のデータ %6"0'") 表 ���&

要因 �

要因 � �� ��

3� ��� ��� ��� ���

3� ��� ��� ��� ���

3� ��� ��� ��� ���

このようなデータはつぎのようにしてファイルに記入する。

�� 5� ��B

�� 5� ���

�� 5� 4�


�� 5� ���

�� 5� ��4

�� 5� ��3

�� 5� ���

�� 5� ��4

�
 5� ��B

�
 5� ;��

�
 5� B�B

�
 5� ;��

交互作用まで含めたモデルを当てはめる場合には、つぎのような ���プログラムで分析すればよい。こ

こで�5�&3�
��は上記のデータを入力したファイル名である。%交互作用を考慮しないモデルの当てはめを

行なう場合には、#�
��ステートメントの �>5 の部分を除く。

�����$� ��$���O�=B�J


��� �5�3J

�$<��� 1�5�&3�
��1J

�$�	� �Q 5Q EJ

�6�� �6�$� 
���=�5�3J

�6�� ��# 
���=�5�3 J

����� � 5J

#�
�� E = � 5 �>5 9���	���$ ��� ��� ��
J

6	$J

�のみを要因とする �元配置を行なう場合には、#�
��ステートメントの部分を

#�
�� E = � 9���	���$ ��� ��� ��
J

のように指定する。

出力についての注意

�� この例では �+,�� の ��と �+,� ��> �+,� ��� の ��とがすべて同一になっているが、これは各セル

のデータ数が同一でバランスしているためである。一般的には同じにはならない。

�� �+,� �� の ��は、その要因を削除した場合の残差２乗和の増加量である。

���



�� 重回帰分析の場合には、�+,� ��� の ��と �+,� ��の ��は同一のものである。

�� 分散分析 %データの個数がバランスしない場合&には �+,� ��の ��と �+,� ���の ��とは必ずしも一

致しない。

�� �+,� ��� の ��の意味は、マニュアルの解説によるといささか複雑であり、単に該当する要因を除い

た場合の残差２乗和の減少分ではない。該当する要因に関わるより高次の交互作用項への影響も考

慮した統計量となっている。���の /�
プロシジャでは、�+,��、��、���、�=の �種の検定統計

量が出力できるが、これらの用語が一般的にどれだけ用いられているものであるかは、良く分から

ない。�
��%別の統計ソフトウェア、大型計算機センターには導入されている。このセンターにはな

し&にも、同様のオプションが用意されている。

��	� 
�
��
による分散分析

以下で利用しているデータファイル�5�&3�
��はつぎの箇所にある。

9��#��9���	9������9
�����59�5�&3�
��

2 データの読み込み

� �5�3 /� 6��
���5�� 0�5�&3�
��0.����$�#��=� 0�0.0T0.0U0!!

� �5�3

� T U

� �� 5� ��B

� �� 5� ���


 �� 5� 4�


3 �� 5� ���

4 �� 5� ��4

� �� 5� ��3

� �� 5� ���

B �� 5� ��4

; �
 5� ��B

�� �
 5� ;��

�� �
 5� B�B

�� �
 5� ;��

� ���<����6 �5�3Q�! 2 文字データは要因として扱われる。

7�8 +

� ���<����6 �5�3QT!

7�8 +

数値変数を離散値をとる要因として取扱う場合には、

� �5�3Q� /� ���<����6 �5�3Q�!

のように、関数 ���<����6によって明示的に変数の属性を変更する。%上の例では 6��
���5��で入力さ

れた時点で要因となっているので、変化はしない&。

各要因について水準別の平均をグラフで確認することができる。

���



� H�� !

� �����
����$ �5�3! 2 水準毎の平均を表示

� �����<����6 �5�3! 2 各要因  離散変数!毎に水準別の箱ひげ図

分散分析を実行し、その結果を保存するには関数 ��% を用いる。分散分析表を出力するには �	##�6Eを

用いる。

� �5�3���% /� ��% U Z �>T.
���=�5�3! 2 主効果A交互作用

� �5�3���%

'����

��% <�6#	�� = U Z � > T. 
��� = �5�3!

+�6#��

� T ��T -���
	���

�	# �< ��	�6�� ����3��� ��3�


 ������� ��3B���

"��� �< :6��
�# � � � �

-���
	�� ���$
�6
 �66�6� ��3;��444

)���#���
 �<<���� �6� 5���$��


� �	##�6E �5�3���%!

"< �	# �< �� @��$ �� : S��	� Y6 :!

� � ����3��� ��
����� �4�B�3
� ��������3

T � ��3�


 ��3�



 ���
4�3 ���3B��34

��T � ������� ����



 ��334;4 �������33

-���
	��� � ��3B��� ���3����

�

もし主効果のみのモデルを当てはめるのなら、

�5�3���% /� ��% U Z � A T.
���=�5�3!

と記述する。また、�のみの主効果を考えるのなら

�5�3���% /� ��% U Z �.
���=�5�3!

と指定する。

分散分析の結果得られる各水準 %および交互作用項&の対比 %�")�#�'�&に対応する係数は、関数 ���<に

よって表示される。

� ���< �5�3���%!

 *$��6����! �� �� T ��T ��T

��
4 ��3�4 ����4 ����B




 ��� ���������

�

� ���< �5�3���%!70��08 2 水準名または番号を指定できる。

��

��3�4

対比の内容は計算結果の ��$�6�$���というリスト要素に含まれている。

���



� �5�3���%Q��$�6����

Q��

7.�8 7.�8

�� �� ��

�� � ��

�
 � �

QT�

7.�8

5� ��

5� �

関数�#の場合と同様に、���� �5�3���%!と指定すると、適切なグラフを表示する。また、関数<����
�%��	��、

6���
	��� を適用できる。
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第��部

文献案内
線形代数学の教科書は多く出版されている。ここでは標準的な教科書を３冊あげる ;��<>;��<>;��<。（特に、

;��< は簡潔で分かりやすい教科書。;��<はかなり専門的な内容を含んでいる。）また、線形代数の数値計算

的側面については ;��<をあげておく。原著は ����年に第 �版が出版され、かなり内容が増えている。行

列計算だけでなく、数値最適化、スペクトル解析、乱数生成などについての解説と、:言語によるプログ

ラム例がある。ただし、掲載されている線形計算のプログラムコードの頑健性 %ランク落ちへの対処など&

は必ずしも高くない。

文献 ;�<は �言語が内部で利用している線形計算ソフトウェアの %専門的な&利用解説書である。これの後

継として開発されたものが ;�<である。こららのプログラムは信頼性が高い。ソースコードは 789�9��

で記述されており公開されている。

文献 ;�<は �	
���の原型になった �言語の最新マニュアルである。現在 %����年７月&センターにある

�	
 �'が、この機能をすべて実現している訳ではない。旧版については翻訳 ;�<があるが、拡張・変更さ

れた部分についての記述はない。

�	
���の入門書としては、;��<>;�<がある。�および �	
��� で利用可能な各種の統計分析法について

の解説書としては、;�<>;��<がある。�	
���の分析法の特徴ともいえる、データの平滑化と非線形な変換

を利用する分析法についての教科書には、;��<がある。

また、米国カーネギー・メロン大学の統計学科の 
�4� 
�+�# 氏によって構築された ������0 アーカ

イブ �����99��5�������#	��
	9には � 言語で記述された各種の関数が登録されており、オンラインで

これらをコピーして利用することができる。������0 には �> �	
��� 用以外にも各種の統計分析用の関

数が数多く集められている。また、�と類似の言語仕様を持つフリーソフトウェアである 9については、

�����99����6��6�������6�より、����%��)�@&用、および3�)."$'用のソフトウェアをダウンロード

できる。また、��� �0および:9��%��� :"�,#���)'�1� 9 �#���1� ���$"#4&と呼ばれるサービスサイトか

らダウンロードできる。国内では会津大学 <���99<���	���O	������9�	59��$�9-9'-�D9��$��$�����#�

がミラーサイトを提供している。
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